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Giù che prendo ad esporre in questa Memoria, si 
riferisce a quella parte della Geometria, che considera 
i rapporti delle figure, e le diverse relazioni d’equi- 
valenza delle medesime; ed ha molta connessione 
colla Memoria precedente, sì per la corrispondenza 
dei risultati , come per 1’ uso di varie denominazioni 
e principii in essa stabiliti. 

Affine di dare un conveniente ordinamento alle 
diverse Proposizioni a dimostrarsi, dividerò la presente 
Memoria in tre parti: nella prima delle quali tratterò 
dei rapporti delle figure piane, quali si sogliono comu- 
nemente considerare; nella seconda dei rapporti mede- 
simi presi d’ una maniera più generale ; nella terza fi- 
nalmente dei rapporti delle figure solide, a cui esten- 
derò le idee già svolte relativamente alle figure piane. 
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N" |. — Legendre nel suo trattato di Geometria 
all’oggetto di evitare, una volta almeno, la conside- 
razioue del caso d’ incommensurabilità , premise- la 
teoria dei rapporti delle figure alla teonia dei rap- 
(Mirti delle lince; che poi fece, giusta il metodo di 
Escmde, dipendere da quella, nel modo che si vede 
alla proposizione XV del libro III de’ suoi Elementi. 

Un tal ordine indiretto non fu però seguito da 
Lacrojx, aè da altri autori; i quali giudicarono invece 
fosse più conveniente alla natura stessa delle ques- 
tioni il premettere la teoria dei rapporti delle lince 

alla teoria dei rapporti delle fìgure ('). 

• ( 

(’) L’ «rdine di Lkokhdkb In questa materia è nella sostanaa quel- 
lo stesse lescialocl da Edclidb tie' suoi dementi : or a questo |^- 
posilo dice Lachois nel suo sur i' enseignsment (éd. p. tst) 

■ « Après la diffleulté qu'oare la ibéorlc des perailèles, se présente 
celle qui tient ohi rapporta incotumcnsurables dansqes Htpics prò- 
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Ma così facendo ebbero a considerare nei loro 
trattati di Geometria una volta di più il caso d’ in- 
commensurabilità ; poiché , mentre vi sono più modi 
per passare dalla teoria dei rapporti delle flgure a 
quella delle linee senza dipendere dalla considera- 
zione degli iiicomhiéilsnmbili,' nef)pùr uno ve ne ha, 
eh’ io sappia , per passare dalla seconda di queste 
teorie alla prima. 

Tale essendo lo stato delle cose, mi fo lecito di es- 
porre alcune mie osservazioni sopra questa materia; 
onde veder modo di scoprire una via per eseguire il 
passaggio finora indarno tentato, e ripristinare l’or- 
dine naturale delle materie senza ulteriore conside- 
razione degli iucominensurabili. 

I* • * ■ 

N** i. — La misura di una figura qualunque (piana 
0 solida ) si è r espressione numerica del suo rapporto 
con un’altra figura della medesima specie, presa |>er 
unità di grandezza: così , indicando per F la prima fi- 
gura, e per /’ la seconda, r espressione numerica del 


portioniielk's. Euclidk l' éluda pti dcduisnnt de la comparalson des 
aire» des'trtangles, la proposllion fondamentale de ol-Ne demière 
(liéorie ; mais 11 est résulté de là , dans l'ouvrage de ce pére de la 
Science, une espèce de désordre, doni beaucoup de bons esprits 
ont élé choqués. .4RNAVLD (de Port-Royal), non-seulenienl s’en 
est expliqué a vec force dan» la logùfue , ou l ' Ari de ptn$«r ( i« pari. , 
chap. IX ) ; mais il a cncore cnlrcpris de cerriger ce défaul dans 
se* Aauveaux Élèmeru de Gèotaélri/, linprinics pone (a première 
foia à Paris, cn 1667. Cel auvrage est, je creis, le premier oà 
r Oli a rendu r ordre dea propositlons de Géométrie conforme à 
vehii des abstraeliuns , en conddérant d'abord le« propriétés des 
lipiics , pois criles des surfaces, et enfln ceMa des corps >•. 
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loro rapporto-- sarà la misura di tal prima figura P 
/ ’ 

relativa all’ unità di misura f. 

de due figure P ed F' della inedesiina specie 
sieno riferite ad un tempo ad una stessa unità di mi- 
sura f, le loro misure relative saranno espresse per 
. jr F' 

i rapporti numerici , che ciascuna di esse ha 

con l’ ijmità di misura f. Or è mamfesto che queste 
misure, ossia questi r%ipporti munerici saranno sem- 
pre uguali fra loro o disuguali, sfcoitdo che sieno 
0 no etiui valenti le due ligure F, F'; e che viceversa 
saranno queste o no equivalenti, secondo che sieno 
quelli rapporti uguali ovvero disuguali fra loro. 
Donde si vede che l’ uguaglianza dei due rapporti 
si è tma condizion necessaria e sufficiente per 
V equivalenza delle dm figure. 

Inoltre si può vedere come, fuor di questa condi- 
zione numerica generale , non ve ne potrà essere altra 
per lo stesso aggetto: poiché, qualunque se ne volesse 
immaginare, dessa non > dovendo mai altra cosa es- 


primere, se non che sieno uguali le grandezze delle 
due figure equivalenti in questione, ciò non si può 
fare altrimenti pér numeri , che esprimendo : — es- 
sere uguali i loro rapporti numerici con una terza 
figura della medesima specie presa per unità di gran- 
dezza, — ossia — essere uguali le loro misure rela- 


tive : — donde si potrà coiichi udore , che : — qualunque 
condizione numerica generale si riconosca essere 
necessaria e sufficiente per V equivalenza di due 
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fifjure, — il suo signiilcato non dovA mai essere 
altro che quello — di esprimere V uguaglianza dei 
rapporti di esse figure co*» ««» quaieke pa^ticoèare 
unità di ^ misura'; che sarà poi facile a determi- 

narsi por lo stesse (Mrcostanze della questione. 

I Premesse queste considerazioni, passiamo ad ami- 
carle alla determinazione immediata della misura di 
un rcttiingolo relativa ad una particolare unità di 
superficie, che si determinerà convenientemente a 
sue luogo: h> che servirà a schiarire. con un primo 
eseuipio, quanto possa contenere di astratto il sopra- 
dette. * . • >. • 

TEOBEMA 

N“ 5* — Otte rettangoli qualunque sono sempre 
fra loro equivalenti ^ ogni qualvolta i prodotti delle 
loro due dimensioni siano uguali; — e non sa- 
ranno mai equivaienti, se questi medesimi prodotti 
non siano uguali. 

Siano ABCD, {fig. 1 ) i due reUangoU, fra 

i oui lati si suppone aversi la relazione numerica 

AB . AD = A'B' . A'D' : 

>.t ' . ( i. 

saranno .questi fra loro equivalenti, vale a dire si 
avrà; il, rettangolo , . . 

' • • ABCD =t= A'B'C'D' (T 

< f ! . . 

<‘) fo cmverrò da sai innami di indicare rfqalValciMa delle 11- 
gurB. col segno =«: , che $i pronunilerù eq^iivalcnle a; riserbando 
il segno = al solo caso dell' uguaglianza assoluta , o di sovrapposi- 
zione. 
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Per dimostrarlo, ’ si' <Hspongano i due rettangoli -di 
maniera che gli angoli retti A ed A' sicno opposti 
al vertice; e si conduca' là retto CC", la quale taglierà 
in E ed F i. lati A& e A'D': «i avrà, per i triangoli 
simili CDF e C^IXF, la ^'©porzione .. . 

' ’ CD rCiy :: DF; D'F. • • 

Ma la supposta relazione AB . AD = A'B' . A'D' 
ovvero CD . AD . A'iy rinviene pure allà pro- 
porzione . : ► 

CD ; C P' : : A'D' AD^ 

dunque, a cagione del rapporto comune CD : C'D' , 

’ ■ DF: D1P :: A'D' : AD; 

• * I 

e quindi, facendo la somma dei primi e degli ultimi 
termini , 

DF -h D'F : AD' AD : : DF : A D' : : D'F ; AD, ' 
ossia 

DD' : DO' : : DF ; A D', : : D'F : AD; 

V-* 

da cui si rioava.DF=j A'D' =t*B'C' , D'F=i:AD = BC; 
e perciò i trìangrài CDF ed EB'C' , C-'I/F ed EBC- u- 
guali fra loro. 

'Si avrà per conseguenza in fì^ììra W risultato , 

^ CDF — EAF -j- ÉBC =i= EB'C' — EAF + C'D'F , ' 

- • » 1 , ( . . . . , . I 

ossia il rettangolo . 

ÀBCD =1= A'B'C'D' . ( V. Noia I ). 

Sr. supponga In seconde luogo che si abbia il pro- 
déllo~ ' 

' * AB . AD <,o> A'r . A'fir : • • 
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e sia uua retta ^'d' <,a> A'D' tale, cbe ne risalti 
il prodotto 

AB . AD = A'B' . k'd'. 

i 

Sopra la base A'B' del reltangolò ABCD si imma- 
gini costrutto un altro rettangòlo A'B'c'fZ' , éon la 
nuova altezza k'd' : sarà ad un tempo questo ret- 
tangolo 

A'B'c'<i' <,o> A-BCiy, A'B'c'rf' ABCD; 
onde il proposto 

ABCD <,o> A'B'C'D'. 

f 

N” A. — Scolio. — Risulta da questo teorèma, che 
la relazione numerica 

AB . AD = A'B' . A D' 

è una condizion necessaria e sufficiente per l’equi- 
valenza di due rettangoli qualunque ABCD e A'B'C'^D'. 
Ma di tal maniera il suo signiflcato ( n” ^ ) dovrà es- 
ser quello — di esprimere 1’ Uguaglianza del rapporti 
dei duo rettangoli con una qualche . particolare unità 
di superficie a» cui sien riferiti ad un tempo; — dun- 
que saranno tali rapporti espressi rispettivameate dai 
prodotti AB .-AD, A'B' . A'D' ; i quali saranno- por con; 
seguenza le misure relative dei due rettangoli iq que- 
stione. Ciò che si dice di questi , potendosi dire di 
due altri qualunque, siamo in diritto di'afferniare, 
che , secondo tale unità di superficie , la misura 
di un rettangolo sarà espressa dal prodotto delle 
sue due dimensioni. — Or questa unità di superfi- 
cie , benché nen determinata di forila , sarà rap- 
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presentala per 1 net calcolo drtlc aree : d’ altronde 
valutando , giusta 1« regola stabilita , la grandezza 
relativa del quadrato fatto sull’ unità lineare , vien 
essa pure espressa per 1 ; dunque sarà tal quadrato 
equivalente alla detta uwtà di superfìcie , a cui per- 
ciò si potrà sostituire , e conchiudere così definiti- 
vamente , che 

La misura di un rettangolo qualunque sarà u- 
guale al prodotto delle sue due dimensioni ; — es- 

I 

sendo V unità di superficie uguale al quadrato 
fatto sull' »nità lineare. . i 


N"- . Ciò stabilito , senza più entrare in altre 

considerazioni sui caso d’ inconanaensurabilUà , niente 
di più facile che dedurne tutte le proposizioni si par- 
ticolari che generali della teoria dei rapporti delle 
ligure. E veggasi da prima come discenda spontanea 
la dimostrazione del teorema che 

Due rettangoli qualunque stanno fra loro come 
i prodotti delle loro due dimensioni. 

Infatti essendo R ed R' due rettangoli , e Q il qua- 
drato fatto Siili' unità lineare , si ha la proporzione 
evidente 



Ma se B ed H siano le due dimensioni del rettan- 
golo R , c B ed H' quelle del rettangolo R' , si ha 
* 

l\ R' 

--- = B . H , = B' . H' ; dunque , sostituendo 
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queeti valori , si avrìi^ il risultato. ; <• • 

R : R' :: B . H : B' . H''r ‘ 

... . , . . .t ; 

p quindi , se H = H' , , . . , . , . , . 

■ . - ■ R i R' :: W ■/ 

e , se B B ' , < . 

R:R'::H:H'. 

». * ,• » • ' 

Da questo poi si determineranno ugualmente le 
misure e i rapporti di tutte le altre figure. 

N" 6* — Dimostrato come il prodotto di due rette 
esprima la misura del rettangolo fatto sulle medesime, 
dal risultati che si sono ottenuti , tt^ttando della teo- 
ria dei triangcdi simili ( V. Mem, prec. ) , sarà' facile 
«Icdunie ' altrettante proposizioni geometriche', i etti 
enunciali si formeranno da quelli già dati in allora , 
scambiando le espressioni aritmetiche di prodotta o 
seconda potenza nelle corrispondenti geometriche di 
rettangolo o quadrato. (V. -Nota II). 

La discussione di questi risultati forma in parte 
r oggetto principale dclte' presènte! Memoria : per fa- 
cilitarne però r intelligenza , giudico opportuno di 
premettere alcune annotazioni particolari. 

-1 

Un parallelogrammo, qualunque essendo determi- 
nato, quando se ne conoscano i due lati adiacenti ^ 
e r angolo compreso , chiamando AB e AD questi 
Iati , e z 1’ angolo che formano , converrò di rappre- 
sentarlo in questa maniera 

. . AD), ’■ ■’ 
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die »i leggerà: pékraUelogmmmu dell' angolo z 
fatto sopra AB e AD. .. . • 

Se^ questi lati fossero uguali , allora il parallelo- 
grammo risultando una losanga dell’ angolo V, si 
scriverà semjìlicementc 

li.*' I • , 

che si leggerà : losanga dell’ angolo z fatta sopra AB. 

Se Invece ‘dei lati fossero liel nostro pat*alleloèrannno 
uguali gli aqgoU , allora esso diventando un reUan: 
golo, converrò di indicarlo con 

' ■ (AB, AD), ' 

che si leggerà : rettangolo fatto sopra AB e AD. 

Ed infine se fossero ancora uguali questi lati , si 
scriverà invece 

9 (AB). .V , 
che si leggerà : qnacifato fallo sopra AB, 

N“ 7* — Si sono ottenute nella Menuiria precedente, 
per due triangoli simili dell’ angdo z ABC ed A'B'G' , 
le relazioni numeriche seguenti : 

AB . A'B' = AC . A'C' + BC . B'C' L . 1', ovv. rt L' . f ; 

AC . A'C' = AB . A D' = A'B' ,, AD , . 

• BC . B'C' = AB . B'E' ^ A'B' . BE ; 

CD . C'D' = AD . B E' = A'D' . BE. 

Sostituendovi in luogo di ciascun prodotto di 'due 
lati il rettmgdo costrutto sui raedesimi., siffatte rela^ 
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zioni iiumerìctte si caiigcranno iteije seguenti geome- 
triche corrispondenti : 

r ( AB , A'B' ) :4= r ( AC , A'C' ) -h r ( BC , B'C' ;; r (L , I'). 

ovy. ztr(L',I); 

r (AC, A'C')^ r (AB-, A'D' ) 4- r ( A'B' , AD), 
r ( BC , B'C' ) 4= r ( AB, B E' ) 4= r( A B' , BE ) ; 
r (CD, C'D ) ^ r (AD, B'E ) r(A'D', BE); 

le quali si enuncieranno dicendo : in due trianffofi 
simili dell'angolo z, ' ‘ 

1“ — Il rettangolo delle due basi è equivalente 
alla somma dei rettangoli dei lati omologhi intorno 
agli angoli z , più o meno il rettangolo d’ un qua- 
lunque dei tre lati tt’ un triangolo e dell’ inter- 
cetta relativa al lato omologo dell’ altro triangolo; 

ì,” — Il rettangolo dei lati omologhi intorno 
agli angoli z è equivalente ad ognun dei rettan- 
goli d’ una delle basi' e del segmento relativo al- 
l’ altra , adiacente al lato che si considera ' 

S** — ‘Il rettangolo delle oblique omologhe del- 
r angolo z ^ equivalente ad ognun dei, rettangoli 
dei segmenti non-eor rispondenti delle due basi. 

Da’ quali risultati poi , come casi particolari , si de- 
durrebheró quelli relativi a un solo triangolo dell’ an- 
golo z , a due triangoli rettangoli simili , « in fìne a 

un solo triangolo rettangolo. 

■ 1 / 

N“ 8- — Procedemle in tal i«odo, la verhìt di tutti 
questi teoremi geometrici sarebbe dimostrata dipenden- 
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temente ad un tempo dalla teoria dei rapporti delle li- 
nee , e dalla teoria dei rapporti delle ligure. Queste pro- 
posizioni j)erò, anche più generalizzate, potendosi' di- 
mostrare coi semplici principii d’ uguaglianza e d’ e- 
quivalenza delle figure, per cui si riducono ad essere 
altrettanti teoremi di Geometria pura, sarà conveniente 
di presentarle sotto questa forma, che più si addice 
al loro stato di natura geometrica (’). 

Questo è ciò che mi propongo di fate nella presente 
Memoria: per .alcuni casi particolari nella prima parte, 
pei casi generali nella seconda. 

n Caso particolare di questi teoremi essendo quello di Pitagora, 
Lacroix dice a questo proposito nel suo Essais sur V enseignemenl 
(pag. 297): 

« Je fcrai sculement otserver qu'on retrouve par la mesurc des 
iiires , des propositions qui se sont prcscntces dans la. tliéorie li- 
néaire des triangics. De ce nombre est la proprieté du triangle 
rcctangle , par rapport au quarrc de l'hypothcnuse ; et II convieni 
de taire remarquer qu’elle est alors une proposilion de Gèométrie 
pure, tandis que quand on y parvicnt par la similllude des 
triangics, elle suppose Ics lignes rapporlées à une conimUne mesure, 
et n’est qu'une proposilion numérique. li est d'autant plus à propos 
d'insùler sur cotte dilTérence, que, d’une pari, c’est sous le rap- 
port purement gconictriquc, et en inontrant Immédlatcmenl l'i^- 
galltc des espaces renrennes dans h? quarrc conStruit sur l’Iiypo- 
tliénuse , et dans ceux qui soni construits sur les cdlés . aam re- 
courir à leur mesure , qu’ Eoclide a pu piacer ce theorème des le 
premier llvrc de ses Élémens , et que d’ aulre pari on a dceouverl 
depuis une DroposlUon analogue par rapport au tétraédre , ou en 
trnis dimensioiis, niais_dont rénoncé ne peut s’cntcndrc que des 
nombres. 

— Le quarré de l’aire de la plus grande face d'un létraèdre doni 
Irois faces eonligues soni reclangles, est cgalàla somvie des quarrés 
des aires de ces faees. — 

Ccci ne peut ótre dit que des sccondes pulssances des nombres 
(|ul mesurent ecs aires ». 

2 
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TEOREMA 

N*’ *). — In due triangoli rettangoli equian- 
goli O, 

1° — Il rettangolo delle due ipotenuse è equiva- 
lente alla somma dei rettangoli dei cateti omolo- 
ghi; 

cd abbassando le perpendicolari dai vertici degli an- 
goli retti sulle ipotcnuse, 

2° — Il rettangolo dei cateti omologhi è equiva- 
lente ad ognun dei rettangoli d’ una ipotenusa e 
del segmento adiacente dell’altra; 

3" — Il rettangolo delle due perpendicolari è 
equivalente a ciascun dei rettangoli dei segmenti 
non-corrispondenti delle due ipotenuse. 

Siano ABCeA'B'C' {fig.’i) i due triangoli rettangoli 
proposti , in cui T angolo C = C' = 90" , 1’ angolo 
A = A' , e perciò 1’ angolo B = B'. 

Si dispongano questi l’uno accanto all’altro nel 
modo che si vede sulla figura 2 , facendo cadere il lato 
A'C' sul lato BC, confusi in un solo i punti A' e B: si 
avrà così retto l’ angolo ABB' , che è la somma degli 
angoli complementari ABC e B'A'C' ; e sarà il lato B'C' 
parallelo ad AC, come ambedue perpendicolari a BC. 
Perciò compiendo sui luti AB e A'B' il rettangolo ABfi'E , 
sarà questo il rettangolo delle due ipotcnuse che si 

(*) Distinguerò da qui Innanzi col semplice nome di equiangoli i 
triangoli che considero , non valendomi nel corso delle dimostra- 
zioni che dell’ uguaglianza del loro angoli , prescindendo da ogni 
altra propricl.à che ne è la conseguenza. 
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rappreseiUeTÙperr( AB , A'B' ). Quindi comliicendo pel 
punto E una paralieta indefinitsi ad AG, e pei punti 
A e B' due parallele a BC, prolungate queste, unita- 
mente a BC medesimo, lino all’ incontro della prima 
parallela indefinita nei punti F,G,H, si avranno due 
altri rettangoli ACHF, B'C'HG, che saranno quelli dei 
cateti omologhi AC e A'C', BC e B'C'. Infatti i trian- 
goli AEF e A'B'C' , EB'G e ABC avendo per costru- 
zione i lati paralleli, c 1’ un d’ essi uguale AE = A'B' , 
EB' = AB, sono uguali fra loro; onde AF = A'C' , 
B'G — BC, e perciò ACHF — r {kC , A'C’), e 
B'C'HG = f (BC , B'C' ). 

Dopo ciò, se dall’ intera figura ABB'GFA.si tolgano 
da prima i due triangoli EB'G ed AEF , c quindi i due 
altri ABC ed A'B'C' rispettivamente uguali ai primi, 
(i due resti dovendo essere equivalenti) si avrà il 
risultato 

ABB'E ACHF B'C'HG, 
ossia — 1" — 

»• ( AB , A'B' ) r ( AC , A'C' ) 4 - »• ( BC , B'C' ). 

In seguito, pei punti G e C, F e C' condotte le 
rette GC ed FC' , risultando i quadrilateri ACGE 
ed ABC'F dei parallelogrammi, per essere EG uguale 
e parallela ad AC, ed AF uguale e parallela ad A'Q', 
tali rette GC ed FC' saranno rispettivamente paral- 
lele ad AE e ad AB; onde i loro prolungamenti CD 
e C'D' saranno le perpendicolari abbassate dai vertici 
degli angoli retti sulle ipotenuse dei triangoli proposti. 
Perciò, essendo inoltre I e K. i punti di incontro di 
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GD con EB' , e di FD'- con AE,- si a\T»nno i retton- 
«oli ADIE = »• ( AD , A'B' ), BDIB' = r ( BD , A B' ) , 
ABiD'R = r ( AB , A D' ), EB'D'E = r ( AB , B'D’ ). , 
Or sulla fìgtira i rettangoli • , 

ACHF-»= ABC'F^ ABD'K, 

ACCE =»:= ADIE, 

I » 

B'C'HG^B'C'FE^t^B'D'KE, ’ 

B'BCC =f=B'BDl; ‘ ' 

« I ‘ 

dunque — 2." — 

r ( AC , A'C' )=♦=»•( AB , A'D' ) nC'A'B' , AD)j , . 

r ( BG , B'C' ) ^ r ( AB , B'D' ) ^ r ( A B" BD ’ 

Infine conducendo HL ed 1L>J risptdtivamqntc j>a- 
rallele a GD e ad FD', le quali si tagUanp in [i:, si 
avrà un nuovo rettangolo HLNM, che sarà quello delle 
perpendicolari CD e C'D'. DilTatti i triangoli FC'II 
e (]GH essendo rispettivamente uguali ai proposti ABC 
e A'B'C' , si ha in quelli le perpendicolari IlL = CD , 
IIM = C'D't omlc HLNM =± r (CD , C''D^ ):i mentre 
già si hanno i rettangoli EK.NI = r (AD , B'D' ) , 
ed NPBD' =r (AD', BD). 

Ora essendo evidentemente i triangoli FEII EIG, 
IIMG = FKE, HLC' = CDB, e CH-V = BC D' , si 
avranno i risultati 

■ i • . t t * 

FNG — FUI — HMG =*= FNG — ElG — FKE, 

1 

ossia il rettangolo ’ ' 

HLNM EKNl ; 
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•il 

ed ■ . . ì\ ' 

HLC' — CNC'4-CH.M =»= COB — CNC' + BC I) ‘; 
ossia lo stesso rettangolo 

f * * 

HLNM =4= NDBD' ; 

onde si concliiuderà — 5“ — 

r (CD , C'D' ) =)= r ( AD , B'D' )=t= r (A D' , BD). 

(V. ISOTA 111). 

N" IO- — CoROLURio. — Siano i due triangoli rel- 
.langoli ABC e A'B'C' uguali fra loro: si avranno, per 
tal caso particolare d’ un solo triangolo rettangolo, i 
risultati seguenti: 

</(AB)=t=r/(AC)+-v(BC); 

Y (AC) =4= r( AB, AD), q (BC) :4= r (AB,BD); 

7(CD)-4-r(AD,BD); 

che dimostrano come in ogni triangolo rettangolo , 
1'* — Il quadrato dell’ ipotenusa è equivalente 
alta somma dei quadrati dei due eateti-, 

2” — Il quadrato di ciascun càteto è equivalente al 
rettangolo dell’ ipotenusa e del segmento adiacente; 

5" — Il quadrato della perpendicolare è equiva- 
lente al rettangolo dei due segmenti {*). 

(*J Esprimendo nuincricumcnlc tulli questi risuitali diinoslrati nei 
numeri 9 e 10, col porre in Iuoì;u di ciascun rcttanijolo ia sua uii- 
sura , si avrà in tal modo: 

I" — Per due triangoli rettangoli equiangoli ABC c A'B'C' le 
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IN" Il . — Son nol<^ in Geometria le proposizioni 
stabilite nel n" precedente sul triangolo rettangolo: la 
prima di esse, clie è il teorema di Pitagora, si gene- 
ralizza dagli autori pel caso d' un triangolo qualun- 
que ; ma la dimostraxione che se ne dà , fondata sullo 
stesso teorema di Pitagora, dipende inoltre dalla mi- 
sura delle figure, per cui non si potrà riguardare il 
risultato a cui si perviene siccome un teorema di 
semplice Geometria pura , quali sono i precedenti. 
Giudico perciò a proposito di far conoscere una di- 
mostrazione diretta geometrica di questo noto tco- 

rcliidoni seguenti : 

AB . A B' = AC . A'C' + BC . B'C', 

AC . A'C' = AB . A'O' = a'B' . AD, 

BC . B'C' = AB . B'D' = A B' . BD, 

CD . C'D' - AD . B'D' = A'D' . BD; 

2" — Ber un solo triangolo rettangolo ABC le relazioni parlicularl 
Ab’= AiT B tl! 

aIT*^ ab . AD, BtT*r^ AB . BD, 

’cd' = AD . BD. 

Dividendo le due di mezzo di quest' ultime rispetlivaniciite per 
le due di mezzo delle precedenti, si deducono i rapporti 

AC _ ^ BC _ AB 

A'C' ■" A B'' B'C' A B ’ 

die danno le proporzioni 

AC : A'C' :: AB : A'B ; : BC : B'C' ; 
onde, se si attenesse all’ ordine di Lkok.-vdbe in queste materie, si 
conchiudcrcbbe II teorema , che 

bue triangoli rcUnngoli equiangoli hanno i lati omologhi propor- 
zionali , e sono simili ; — proposizione che si generalizzerebbe assai 
faciiincnte a due triangoii equiangoli quaiunque. 
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rema, la quale non presenta alcuno dei due incon- 
venienti avvertiti. 

/■; ■ 

TEOREMA 

12. — In ogni triangolo obliquangolo, il. qua- 
drato d’ un lato , opposto a un angolo z , è equiva- 
lente alla somma dei quadrati degli altri due lati, 
più 0 meno il doppio rettangolo d’ un di questi lati 
e del segmento relativo adiacente all’ angolo z ("). 

Sia ABC {fig. 3, 4) un triangolo qualunque, il cui 
angolo C = z può essere ottuso ovvero acuto: sj sfac- 
ciano sopra i suoi lati AC e AB i quadrati ACEF = 
Y(AC) ed ABGH = 7 ( AB ). Quindi condotta FU,, si 
compia il parallelogrammo EFHI; ed unito IG, si cqs-';, 
truisca sui lati El ed IG il parallelogrammo ElGK;*i9 
si conduca in ultimo la retta BK. Si avrà , per HI u- 
guale e parallela ad FE, e perciò uguale e parallela ad 
AC, e per HG uguale e parallela ad AB, il triangolo HGI 
uguale al triangolo ABC ; onde il lato Gl = BC. Pa- 
rimente per GK. uguale e parallela ad El, e perciò 
uguale e parallela ad FU, e per BG uguale e parallela 
ad AH , sarà il triangolo BGR uguale al triangolo AHF : 
ma quest’ ultimo è uguale ad ABC , avendo per cos- 
truzione i lati AF = AC , AH = AB , e 1’ angolo com- 
preso FAI! = BAC, con cui ha lo stesso comple- 
mento CAH; dunque sarà GK = FH = BC; e perciò 

(‘) Si è cosi enuncialo questo teorema , per unirormarsi ni nioilo 
con cui vien presentato dagli autori ; benché fosse convenuto nella 
Memoria precedente di abbandonare queste denominazioni di seg- 
menti relativi ai lati, che comprendono l'angolo ;; d' un triangolo. 


■2i 

HlGk ima losanga folta sul lato BC. Anzi un quadrato; 
poiché per i triangoli uguali IIGI ed AHF (come 
uguali amcnduc ad ABC), e pel parallelogrammo 
EFllI , si ha r angolo 

EIG = HIG ziz IIIE = IIFA zjz IIFE = EFA = 90" ; 
onde ElGK = </ ( BC ). 

Inoltre avendosi i lati BK. = AF = CE = EF , 
c BC = Gl == KE = El , sarà il quadrilatero ECBK. 
un parallelogrammo formato degli stessi lati del primo 
costrutto EFlIl: ma pei* gli angoli retti lEK. ed FEC , 
si ha l’ angolo FEI = 1 80" — CEK = ECB ; dunque 
sarà il parallelogrammo ECBK. = EFtdiL i 

Dopo ciò, essendo 0 il punto di concorso delle 
l'ette AC e BK , perpendicolari fra loro come AC e CE , 
sarà' CO il segmento relativo al lato AC adiacente 
all’ angolo z, determinato per la ‘perpendicolare ab- 
bassata sopra AC dal punto B. Parimente essendo L 
il punto di concorso o d’ incontro delle rette GK e BC , 
perpendicolari fra loro come GK e^ EK, saràKL uguale 
al segmento CD relativo all’ altro lato BC ; essendo 
esso KL il segmento relativo al lato GK ( = BC ) del 
triangolo BGK che è uguale ad ABC : onde si avrà il 
(larallclogrammo * 

EFIII= ECBK ^r(AC,CO) -t=r(BC,CD). 

Ciò stabilito per ambedue i casi dell’ angolo C ot- 
tuso ovvero acuto , si avrà ora sulla figura 3 , dove 
r angolo C ottuso , il risultato seguente : 

ABGIHFA — IIGI AHF =4= ABGIHFA — ABC ^ BGK , 
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clk^ rìiiviene a quealo: ' . ‘ ' 

AttGH ^ ACEF + EIGK. -r EFIll + ECBK; 

ossia 

(AB) ^ V (AG) -h q (BC) + 2 r (AG, CO), 

• ; • ovv. -hi r ( BG , CI) ). 

Similnionto si ha sulla figura dove 1’ angolo C 
acuto, il seguente risultato: 

ABGIEFA— AlIF — HGl — EFHI 
^h’ABGlEFA — BGR — ABC — ECBK 

ABGIEFA — BGK — ABKM — ( ECBK — ECM ) 

— ECBK 

AGEF -h EIGK ^ ECM — ECBK -h ECM — ECBK , 
che rinviene a questo: 

ABGH ^ ACEF EIGK — 2 ECBK; 

ossia 

ry( AB) -t= ry(AC) -h vC^C) — 2 r (AC, CO), 

ovv. — 2r(BC, CD) (’). 

j « 

(*) Partendo dal teorema di Pitagora, si perverrebbe agii stessi 
risultali nel modo seguente: 
li triangolo ARO essendo rettangolo In l> , si ha 

q (AB) =(= ? (AD) + 7 (BD). 

Ma si ha ad un tempo 

7 (AD) * 7 (AC) - 7 (CU), 
c 

7 (BD) 7 (BC ± CD) 7 ( BC ) + 7 ( CD ) ± 2 r (BC, CD); 
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■' N** 13. — Conformemente a ci»», cbe formerà l’ og- 

* gotto principale della seconda parte di questa Memoria, 
^esporrò ancora sui triangoli rettangoli la dimostrazione 
di iiu altro teorema analogo a quello del n“ 0, e che 
lo generalizza ad un tempo: lo che servirà a volger 
r atteo^ioiio sopra nuovi risultati generali d’ equiva- 
letiza, che possono aversi fra le figure costrutte sopra 
i lati di due triangoli equiangoli ; e che possono da 
noi dimostrarsi coi soli principii di Geometria pura, 
consistenti nella semplice uguaglianza dei triangoli, 
cd ^ui valenza dei parallelogranuiu di base e altezza 
comune. 

^ TEOREMA 

^ — In due triangoli rettangoli equiangoli , 

distinto un degli angoli acuti per A, 

1“ — ■ H parallelogrammo dell’ angolo A fatto 
sulle due ipotenuse è equivalente alla somma dei 
parallelogrammi dello stesso angolo fatti sui cateti 
omologhi; 

dunque, soslittiondo , ne verrà 

fli (AB) * q{\C) —qiCìì) -t- 9 (BC) + « (CD) :t ir (BC, CD), 
ossia , riduccndo , 

9 ( AB ) 4 : g ( AC ) + 9 ( BC ) * » r ( BC , CD ). 

In un modo analogo, per l' altro triangolo rettangolo ABO, si 
troverebbe 

9 (AB) * 9 (AC) + 9 (BC) ± Sr (AC, CO). 

A questi risultali corrispondono le note relazioni numeriche fra 
i lati di un triangolo qualunque 
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2" — // parallelof/ramiHo dell’ angolo A formalo 
sui cateti omologhi è equivalente ad ognun dei pa- 
rallelogrammi dell’ angolo medesimo costrutti sul- 
l’unn delle ipotenuse e sul segmento adiacente del- 
V altra; 

3 ’ — Il pdrallelogrammo dell'angolo A. fatto sulle 
due petpendicolari è equivalente ad ognun dei 
parallelogrammi dello stesso angolo formati sui 
segmenti non-cor rispondenti delle due ipotenuse. 

Siai^ ABC e. A'B'C' {fig. 5) i due tEiaogoli rettangoli 
equiangoli proposti : si dispongano l’ un sopra l’ altro 
nel modo indicato dalia figura 3 (*), facendo cadere il 
lato A'C' sul lato AB, confusi insieme i punti C' e B. 
Saranno in tal posizione ì lati AC e A'B' fra loro 
paralleli, per gli angoli uguali A ed A' ; ed a cagione 
deir angolo retto ABB' , svà l’ angolo CBB' = A , con 
cui ha lo stesso complemento ABC. Perciò, se prolun- . 
gando BA d’ una quantità AF A'C', per cui risulta 
"FA' = AB, si costruiscano i parallelogrammi ACEF, 
BCHB' , cd FA'B'G , saranno questi rispettivamente u- 

guali aip (AC, A'C' ),/>.( BC,B'C'), e />,(AB , A'B' ). 

A A A 

Infine conduccndo la retta GII, sarà questa sul pro- 
lungamento di FG; poiché, per l’ evidente uguaglianza 
dei triangoli GB'H cd ABC , deve essa risultare uguale 
e paralkda ad AC , a cui già per costruzione ò paral- 
lela la FG; onde sarà ECH un triangolo uguale al- 
r ABC'. 


(*) Volendo Tare tulli I paralleiograinini dell' angolo A: disponeii- 
doli in altro modo analogo'sc si volessero Tare dell’angolo B. 
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Pcrianto si avrà daMa figura il Esultato Seguente : 
FBIÌ'IIF — GB II — A B C' FBB'IIF — ABC — ECIf , 
che rinviene a questo : 

FA'B'G ^ ACEF -H BCIIB' ; 
ossia — 1" — 

/> f AB , A'B' ) ;» ( AC , A'C' ) -+- p rBC , B'C'). 

A A A 

‘ Dopo ciò essendo HC parallela ’ai B'C' , il suo pro- 

lungamenlo CD sarà la perpendicolare abbassala dal 

vertice dell’ angolo retto sulF ipotenusa AB; siccome 

C'D' (determinata dall’ intersezione del lati BC c A'B') 

risulta la perpendicolare omologa sitll’ ipotcnusa A'B' : 

onde, conducendo pei punti K e D' le rette KL e 

D'I rispettivdmente paralelie ai' Iati PG ed FA', si 

avran ( per GK = AD, B'K = BD) 1 parallelogrammi 

FLKG =/J.(AD , A B ), LA'B'K p,(BD , A'B'), 
A ^ A 

FA'D'I = r AB , A D ), ID'B'G — r AB , B'D' ). 
A A 

Ora essendo evidentemente i triangoli ECH = LiMC, 

ACD = GHK ; e prolungando BC in M , essendo i 

triangoli ABC = ID’M, eiil ECM ~ A'BD' ; si avranno 

perciò i risultati seguenti: . • 

FDII — ECH — ACD 4= FDH — LDK. — GHK, 

FBM — ABC — ECM =4= FBM ~ ID M — A'BD', 

ossia il parallelogrammo 

ACEF =4- FLKG , ACEF =4- FA'D I; 
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i» 

BCHB BDKB A'LKB', 

-fc D'MIIB' D rCB'; 
donde si conchiude — 2" — 
p^{\C , A'C' ) ^,p^(AD , A'B',) p^(AB , A'I)' ), 

pAììC , B'C' )•=*= pAm , K'W)r^p(XÌÌ , B'D' ). 

A A A 

Infine unendo il punto N , intersezione delle refle 
KL e D'I , coi punti D e M , la fij^ura CDNM sarà il 
parallelogrammo dell’ angolo A delle perpendicolari 
CD e C'D' , poiché MN = CD , DN = CM = C'D' , e 
r angolo CMN = A ; mentre già sono in figura i pa- 
rallelogrammi INKG = p (AD , B'D ), ed LA'D'N = 

A 

» 

p (BD , A'D'): onde, avendosi 
A ' • 

' CDNM ^ HRNM GKNli 

■ ' =N BDND' A'LND’, 

« 

si ronchi uderà — 5° — 

p^(CD,C'D')^p^(AD,B'p')^p^(BD,A'D' ). 

(V. Non IV). , . ■ . , 

N” I o» ^ — Corollario. — Supponendo i due trign- 
goli rettangoli uguali frtt loro, si avranno i risultati 
.seguenti : , . 

/^(AB,)=t=/^(AC)-H-/^(BC); 

/^( AC ) 4= p^i xVB , AD ), /^( BC ) 4= AB , BD ); 

' /^(CD)4ip^(AD,BD); 
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che si enunciano dicendo : in ogni triangolo ret- 
tangolo , 

i" — La losanga ddV angolo k fatta sull’ ipotenusa 
è equivalente alla somma delle losanghe dello stesso 
angolo formale sui due cateti; 

2" — La losanga dell’ angolo A fatta su ciascun 
cateto è equivalente al parallelogrammo dell’angolo 
medesimo costruito sull’ ipotenusa e sul segmento 
adiacente; 

5" — La losanga dell’angolo A formata sulla 
perpendicolare è equivalente al parallelogrammo 
dello stesso angolo costrutto sopra i due seg- 
menti. 

N" 1(). — Ciò che si è dimostrato per l'angolo A, 
si dimostrerebbe analogamente per l’ altro angolo B 
dei triangoli proposti : donde si conehkide , che le 
relazioni d’equivalenza messe in luce fra i parallelo- 
grammi costrutti sui lati di due triangoli rettangoli 
equiangoli sono vere ugualmente per un qualsiasi 
angolo dei medesimi. Inoltre si dimostrerà in se- 
guito che ciò si verifica altresi per un angolo qua- 
lunque. 

Frattanto confrontando le relazioni d’equivalenza 
ottenute colle note relazioni numeriche che han luogo 
fra i lati dei triangoli considerati , quale corrispon- 
denza si riconosce fra loro? Per es. qual legame si 
ravvisa fra la relazione d’ equivalenza or dimostrata 

p^(AB , A'B’ ) p^{ AC , A'C' ) -h BC , B'C' ), 
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. e la nota relazione numerica 

AB. A B' = AC. A'C' + BC. B'C' ? 

Verrà desso posto in luce nella seguente parte di 
questa Memoria. 
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PARTE SECONDA 


N“ 17 . — La misura delle figure, qual si suole 
comunemente stabilire, si riferisce al quadrato fatto 
sull’unità lineare: che se si cambi l’ unità di super- 
ficie , varieranno pure i valori di tali misure , non 
essendo in ogni caso che l’ espressioni dei rapporti 
di ciascuna figura con la convenuta unità di super- 
ficie. D’altronde questa essendo arbitraria, c potendo 
convenire in qualche circostanza di adottare un’unitìi 
di misura piuttosto che un’altra, sarà utile valersi di 
questo arbitrio, scegliendo quella che più si creda a 
proposito. 

Questo è appunto ciò che si ha in animo di fare 
pel seguito di questa Memoria; prendendo per unità 
di superficie la losanga d’un gualsiasi angolo z fatta 
sull’unità lineare; lo che riuscirà molto a proposito 
per le questioni a trattarsi. 

3 
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N“ i8. — La misura delle figure in questa nuova 
ipotesi sarà facile a determinarsi , se si cerchi a far 
dipendere la soluzione del problema dai noti risultati 
stabiliti, quando si riferivano le figure ai quadrato 
fatto sull’unità lineare. 

Infatti sia un paranelogramitiò dell’ angolo z , di 

cui si voglia aver la misura relativa alla losanga 
dello stesso angolo fatta sull’ unità lineare ; e siano 
A e B i suoi due lati adiacenti , ed H la sua altezza 
perpendicolare alla base B. Parimente sia la losanga 

dell’ angolo z fatta sull’ unità lineare , di cui si rap- 
presentino analogamente i lati per a e b, e per h 
r altezza. 

Designando per Q il quadrato fatto sull’ unità linea- 
re, nell’ ipotesi che sia preso per unità di superficie , 
si avranno le espressioni 

dalle quali si deduce il rapporto 

^ _ _B 

b il 

Ma per gli angoli z uguali dei due parallelogrammi 
P^ ed , si ha la proporzione 

H : A : ; k : a , 


da cui segue il rapporto 


H 

~h 


— ; dunque si ot- 
a 
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terrà, sostituendo, il risultato 



o semplicemente 



poiché 0 = 6=1: donde si conchiude che 

La misura di un -parallelogrammo qualunque 
sarà sempre espressa dal prodotto de’ suoi due lati 
adiacenti, — riferito pke sia alla losanga dello 
stesso angolo fatta sull’unità lineare. ( V. Nota V ). 

N" 19- — Ad una tal conclusione si sarebbe po- 
tuto pervenir direttamente, proeedendo in un modo 
analogo a quello che si è seguito sul cominciamento 
di questa Memoria, all’ oggetto di stabilire la misura 
del rettangolo. Non credo fuor dr proposito di ripi- 
gliare brevemente questa dimostrazione; per far ve- 
dere la generalità del principio, di cui si è allora 
fatto uso; appoggiandosi ora sul teorema generale se- 
guente. 


TEOREMA 

N“ 20- — Due parallelogrammi equiangoli sono 
fra loro equivalenti, quando i prodotti dei due 
lati adiacenti siano uguali , — e non saranno 
equivalenti , se tali prodotti non siano uguali. 

Siano ABCD e A'B'C'D' {fig. 6) i due parallelo- 
grammi equiangoli, fra i cui lati si suppone aversi la 
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relazione numerica 

AB . AD A B . A D . 

Disposti in modo, che gli angoli uguali A ed A' 
sieno opposti al vertice, si conduca la retta CC', che 
taglierà in E ed F i lati AB e A'D': si avrà per i 
triangoli simili CDF e C'D'F, la proporzione 

CD : C'D' : : DF : D'F. 

Ma la supposta relazione CD . AD = C'D' . A'D' 
rinvenendo alla proporzione 

CD : C'D' : : A D : AD, 
se ne deduce quest’ altra 

DF : D'F : ; A D' : AD; 

e quindi 

DF + D'F : A'D' -j- AD ow. 

DD' : DD' : : DF ; A D' : ; D'F : AD; 

da cui DF = A D' — B'C' , D'F = AD = BC; e per- 
ciò i triangoli CDF = EB'C' , EBC = C'D'F, 

Si avrà pertanto il risultato 

CDF — EAF + EBC =N EB'C' — EAF + C D F, 
ossia il parallelogrammo 

ABCD ^ A'B'C'D'. — 

Al contrario si abbia 

AB . AD <,o> AB' . A D'; 

e sia una retta A'rf' <,o> A'D' tale che ne risulti il 
prodotto 

AB' . A'rf' =. AB . AD; 
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il parallelogrammo, equiangolo ai proposti, che fosse 
costrutto sui lati A'B' e S!d' , sarebbe ad un tempo 
<,o> A'B'C'D' , ed ABCD; onde pertanto il pa- 
rallelogrammo 

ABCD <,o> A'B'C'D'. 

N° 21. — Scolio. — La relazione numerica 
AB . AD = A B' . A D' , 

essendo una condizion necessaria e sufficiente per 
l’equivalenza di due parallelogrammi equiangoli ABCD 
e A'B'C'D', dell’angolo z per es., il suo significato sarà 
quello — di esprimere l’uguaglianza dei rapporti dei 
due parallelogrammi con una qualche particolare uni- 
tà di superficie; — per cui saranno tali rapporti es- 
pressi rispettivamente dai prodotti AB . AD , A'B' . A'D' : 
onde si dirà, che, secondo tale unità di superfi- 
cie, — la. misura di ogni parallelogrammo dell’an- 
golo z sarà espressa dal prodotto de’ suoi due lati 
adiacenti. — Ma in tal modo la misura della losanga 
dell’ angolo z fatta sull’ unità lineare viene ad essere 
espressa per 1 , siccome 1’ unità di superficie in que- 
stione, non ancor determinata di forma; dunque le 
sarà essa equivalente; e si potrà conchiudere che 
La misura di ogni parallelogrammo dell’ angolo z 
sarà uguale al prodotto de’ suoi due lati adiacenti; 
— essendo l’ unità di superficie la losanga dell’ an- 
golo z fatta sull’ unità lineare (*). 

(*) Si conosce da questo come sarebbero al presente poco conve- 
nienti le espressioni di rellangoìo, o quadrato usate comunemente 
in luogo delle espressioni di prodotto, o seconda potenza: corrispuu- 
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N" — Questo così stabilito, sarebb»; facile pro- 
cedere alla determinazione delle misure delle altre 
ligure , nella stessa ipotesi di riferirle alla losanga del- 
r angolo z fatta sull' unità lineare. 

Mi limiterò solo a riportare gli enunciati de’ princi- 
pali risultati, che si otterrebbero. 

1° — La misura di un parallelogrammo qualunque 
è uguale al prodotto della sua base per l’obliqua 
dell’angolo z corrispondente (*); — o in altri termi- 
ni , — uguale al prodotto delle sue due dimensioni 
dell’ angolo z. — Quindi — due parallelogrammi 
qualunque stanno fra loro come i prodotti delle 
loro due dimensioni dell’ angolo z. 

2“ — La misuì’a di un triangolo qualunque è 
uguale alla metà del prodotto della sua base per 

V obliqua dell’ angolo z corrispondente ( abbas- 
sata su di essa dal vertice opposto). — Quindi ecc. 
(V. Nota VI). 

dendo ora tali risulUH numerici più generalmente ad un parallelo- 
grammo. 0 ad una losanga d'un qualsiasi angolo z , — presa per unità 
di superficie la losanga dello stesso angolo z falla sull'unità lineare. 

(") Questo riposa sopra li principio seguente, faciie a dimostrarsi : 

Due parallelogrammi della slessa base , e della stessa obliqua del- 
l’ angolo z . sono equivalenti : — da cui , come corollario, si deduce , 
che — ogni parallelogrammo è sempre equivalente ad un altro del- 
V angolo z della stessa base, e della stessa obliqua dell'angolo z; — 
donde allora l'espressione della sua misura generale. 

Se ne avrebbero parimente rispetto ai triangoli i rrsultati seguenti : 

!» — Tutu i triangoli, che han basi uguali, e delle oblique del- 

V angolo z uguali, sono equivalenti ; 

2'> — Ogni triangolo è sempre la metà del parallelogrammo della 
slessa base, e della stessa obliqua dell'angolo z. 

Su che si appoggia l’espressione sopra data della misura generale 
di un triangolo c delle altre figure. 
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3° La misura di un trapezio è uguale al pro- 
dotto della semisomma delle sue basi parallele per 
V obliqua dell’ angolo z condotta fra di esse ; — od 
ancora — uguale al prodotto d’ un dei suoi lati in- 
clinati per l’ obliqua dell’ angolo z abbassata su di 
esso dalla metà dell’ altro lato. 

[Potendosi il trapezio considerare come equivalente 
alla somma di due triangoli , che han per base co- 
mune un dei lati inclinati, e i di cui vertici sono 
air estremità dell' altro lato ]. 

4° — La misura di un poligono regolare è 
uguale al prodotto del suo perimetro per la metà 
dell’ obliqua dell’ angolo z condotta dal suo centro 
sopra un de’ suoi lati. E così finalmente, 

5“ ^ La misura di un circolo è uguale al pro- 
dotto della sua circonferenza per la metà dell’ obli- 
qua dell’ angolo z abbassata dal suo centro sulla 
direzione della sua tangente. 

N° 23- — Per valersi di queste espressioni , è ne- 
cessario in pròna , determinata l’ unità lineare , di 
specificare l’angolo z, da cui dipende l’unità di su- 
perficie: per z = 90°, tali misure si riducono alle 
comuni; risultando le oblique dell’angolo z le al- 
tezze delle figure. 

Dalle addotte misure generali , ne seguono altre es- 
pressioni dei rapporti delle figure. Ad esempio , nel 
caso di similitudine, dimostrandosi, che — due figure 
simili stanno fra loro numericamente come le se- 
conde potenze dei lati omologhi; — un tal risultato. 
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interpretato geometricamente, rinviene alla lettera a 
questo : 

Due figure simili stanno fra loro come le losan- 
ghe dello stesso angolo fatte sui lati omologhi; 
proposizione più generale che non il dire, che — esse 
stanno fra loro eome i quadrali dei medesimi lati. 

N° 24. — Siamo ora in grado di porre in luce la 
corrispondenza che regna fra le note relazioni nume- 
riche esistenti fra i lati di due triangoli rettangoli 
equiangoli, e quelle relazioni geometriche dimostrate 
nei numeri 14 e 15. 

Infatti se si riferiscano tutti quei parallelogrammi 
deir angolo A ivi considerati alla losanga dello stesso 
angolo fatta sull’unità lineare , — venendo le misure 
dei medesimi ad essere rispettivamente espresse dai 
prodotti dei loro lati adiacenti , — sarà facil vedere 
come si possa dalle dette relazioni numeriche passar 
tosto a quelle corrispondenti geometriche sopra dimo- 
strate, e viceversa a quelle da queste. 

Inoltre collo stesso metodo si potrebbe ugualmente 
dimostrare come siffatte relazioni d’ equivalenza sta- 
bilite per un degli angoli dei triangoli in questione , 
hanno luogo egualmente per un qualsiasi angolo co : 
ma questo potendosi dire del pari per due triangoli 
equiangoli qualunque , passeremo perciò a trattare 
direttamente di questi ultimi. 

iN** 25- — Kipigliamo le relazioni numeriche ripor- 
tate al n° 7 ; e immaginiamo or costrutti sui lati dei 
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triangoli eqaiangoli ABC e A'B'C' , dei parallelogrammi 
d’ un angolo m qualunque . Riferiti questi alla losanga 
dello stesso angolo m fatta sull' unità lineare , le loro 
misure saranno rispettivamente espresse dai prodotti 
dei loro lati adiacenti; onde, in virtù di dette rela- 
zioni numeriche esistenti fra tali prodotti, si avranno 
fra i costrutti parallelogrammi le seguenti relazioni 
d’equivalenza: 

pJAB,A'B')=4=/jJAC,A'C')-+-pJBC,B'C')±/,^(L,I'), 

ovv. 

pJikC , A'C' ) p J AB , A'D' ) J A'B' , AD) , 

pji BC , B'C' ) J AB , B E' ) =^pji A'B' , BE ); 
p^(CD , C'D') 4= pJihD , B'E') A'D' , BE); 

le quali si enuncieranno dicendo: in due triangoli 
equiangoli dell’ angolo z , 

1 “ — H parallelogrammo dell’ angolo <o costruito 
sulle due basi è equivalente alla somma dei paral- 
lelogrammi dello stesso angolo costrutti sui lati 
omologhi intorno agli angoli z , più o meno il pa- 
rallelogrammo dell’ angolo medesimo costrutto so- 
pra un qualunque dei tre lati d' un triangolo e 
sull’ intercetta relativa al suo lato omologo dell’ al- 
tro triangolo; 

S” — Il parallelogrammo dell’ angolo a costrutto 
sui lati omologhi intorno agli angoli z è equiva- 
lente ad ognun dei parallelogrammi dello stesso 
angolo costrutti sopra una delle basi e sul segmento 
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relativo all’ aUra, adiacente al lato che si consi- 
dera; 

3“ — Il parallelogrammo dell’ angolo co costrutto 
sulle oblique omologhe dell’ angolo z è equivalente 
ad ognun dei parallelogrammi dello stesso angolo 
costrutti sui segmenti non-corrispondenti relativi 
alle due basi. 

Da questi risultati generali si dedurranno poi, come 
semplici Corollarii, quelli relativi a un solo triangolo 
dell’angolo z; a due triangoli rettangoli equiangoli; 
ed infine a un solo triangolo rettangolo: rimanendo 
pure compresi in essi quelli enunciati al n“ 7. pel 
caso particolare dell’ angolo a> = 90." 

N° 26* — Da verità dei teoremi precedenti , dedotta 
dai rapporti delle figure, si può dimostrare in un 
modo elegante coi semplici principii dell’ uguaglianza 
dei triangoli; per cui risultano i medesimi altrettanti 
teoremi di Geometria pura. Vediamolo da prima 
per un degli angoli dei triangoli in questione; riser- 
bandoci ad estenderlo infine, per mezzo di un ar- 
tifizio particolare, ad un angolo m qualunque; con- 
forme r enunciato generale dato nel numero prece- 
dente. 

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA ENUNCIATO AL N" 25, PEL CASO 
PARTICOLARE DELl’ ANGOLO 0} =z Z . 

N° 27. — Siano ABC e A'B'C' {fig.1,8) i due 
triangoli proposti , in cui l’ angolo A = A' , l’ angolo 
B = B' , e r angolo C = C' = z : si facciano attorno 
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a questi , secondo che •occotterà successivamente , 
latte ^quelle costruzioni che si vedono in figura, a 
norma di quanto si è detto nella Memoria prece- 
dente (*), 

Dispongasi il triangolo A'B'C' accanto all’ ABC nel 
modo praticato sulle figure 9 e IO, facendo cioè coin- 
cidere gli angoli uguali F'A'C' e CBG; ne risulterà 
r angolo 

ABB' = ABC -h B'A'C' rtr C' A'F =. ABC 4- BAC =t= CBG 
= ACD4- BCE rt DCE =ACB= 2 r; , 

9 

ed a cagione deH’ angolo CFB' — z ■= F'CA, saranno 
i lati AC e B'C' fra loro paralleli. 

Percià costruendo sui lati AB e A'B' il parallelo- 
grammo ABB'K., sarà questo il parallelogrammo del- 
1’ angolo z fatto sulle due basi, che si rappresenterà 
per p^(AB,A'B' ). 

Quindi conducendo pel punto K una parallela in- 
definita ad AC, e pei punti A e B' due parallele a BC, 
prolungate queste, unitamente a BC medesimo, fino 
all’ incontro della prima parallela indefinita nei punti 
L, M,N,si avranno due altri parallelogrammi dell’an- 
golo z , di cui restano a conoseersi i lati. 1 triangoli 
AKL ed A'B'F' , e i due altri K.B'M ed ABC avendo per 
eostruzionc i lati paralleli , e 1’ un d’ essi uguale AK — 
A'B' , KB' = AB , sono uguali fra loro; onde i lati 

(*) Se l'angolo i è acuto, si è veduto nella Memoria precedente 
che possono presentarsi tre casi diversi ; di questi ne considero un 
solo, il più semplice; essendo facile estendere agli altri la stessa 
dimostrazione. 
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AL = A'F' = A'C' , B'M = BC; e perciò i parallelo- 
grammi or costrutti ACNL =p ( AC , A'C' ) , ed NF'B'M 

z 

=p (BC , B'P). Inoltre conducendo pel punto C' una 
z 

parallela C'O a BC, si avrà quest'ultimo parallelo- 
grammo NF'B'M =N OC'B'M zt OC'F'N ^ p^(BC , B'C' ) 

Ito (BC,C'F'). 
z 

Ciò posto, si ha ddlla figura il risultato seguente 
ABB'MLA— Aia— KB'M=^=ABB'MLA— A'B'F' — ABC, 
che rinviene ad 

ABB K ^ ACNL -4-NF'B'M, 

ossìa 

p( AB , A'B' )=^p(kC, A'C' ) -4- p ( BC , B'C' ) 
z z z 

±pi BC,C'F'). 
z 

Pei punti L e F', M e C sì conducano le rette LF' 
e MC, prolungandole fino in D' e D: per AL uguale 
e parallela ad A'F' , e per B'M uguale e parallela a 
BC, saranno i quadrilateri ABF'L ed A'B'MC dei pa- 
rallelogrammi; onde saran le rette LD' e MD rispetti- 
vamente parallele ad AB e A'B' , e perciò ad angolo z 
sopra A'B' e AB. Si notino i punti d’ incontro P e Q 
di queste rette LD' e MD rispettivamente colle rette 
AK e KB'. Quindi pei punti C' e G si conducano due 
altre parallele indefinite ad AB e A'B' , notando i 
punti di incontro E', H', R, S, T, ed E, U, V di loro 
con quelle già condotte in figura (*). Si compiano i 

(*) SI sono poste le medesime lettere delle figure Tesa quel 
punti delle figure 9 c 10, che, in conseguenza della costruzione 
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paraltelogrammi dell’ angolo z TLNX ed NGGY. Unito 
V con B' per la retta B'V, che taglierà in Z la DM, 
e prolungato BG fino all’ incontro di LV in a , si ter- 
mini il parallelogrammo dell’ angolo z aSZB . Si avrà 
così in figura 


1° — il parallelogrammo PD'E'R =p ( AB , D'E' ); 

z 

2" — il parallelogrammo QDEU = /> ( A'B' , DE ) ; 

Z 

3° — la retta TL — W'F =QIG.'(fig. 7,8, Mem.prec.), 
onde il parallelogrammo TLNX =p ( AC , C'6' ) ; 

Z 

4° — il parallelogrammo NCGY =p (A'C' ,CG); 

Z 

5“ — la retta VZ = Gl = CF ( fig. 7, 8, Meni. prec. ) , 

onde il parallelogrammo olVZB == p { B'C' , CF ). 

z 

Ora il parallelogrammo 

OC'F'N SC'F'L =1= PD'E'R, 

4=THF'L =t=TXNL; 

ossia 

p (BC ,C'F')r:l=p (AB , D'E')=^=/j (AC , C'G' ). 
z z z 


fatta, vengono ad avere le stesse posizioni relative, onde sleno 
rappresentate dalle medesime lettere quelle rette che risultano le 
stesse in grandezza , e posizione attorno ai triangoli proposti , nelle 
figure che si considerano. 

Si omette per brevità di constatare l' uguaglianza di queste linee; 
perchè si presenterà manifesta a coloro, che avranno piena cogni- 
zione delle costruzioni eseguite sulle figure 7 e 8 (V. Mem. pree.), e 
fattone un diligente confronto con quelle delie figure 9 e to. 
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Inoltre por i Irianitoli F'A'C = YG«, ed OC'* =CBG, 
avendosi ' 

NBx — F'A'C' — 0C'« NB* — YG* — CBG , 
ossia il parallelogrammo 

OC'F'N NCGY; 
si è poi quest’ ultimo 

NCGY MCGV =t= QDEU, 

r+r ZIGV =t=Z5<xV; 

onde il primo 

p (BC , C'F)^p (A'C' , CG)^p (A'B' , DE ) 
z z z 

=^p/,B'C',CF); 

z 

e così infine il risultato generale 

p (L,r) ^p^(L', 1). 

Z Af 

Sostituendo successivamente ciascun di questi sei 
parallelogrammi nella prima relazione d’ equivalenza 
sopra ottenuta, si avranno le altre cinque a dimos- 
trarsi; donde si conchiuderà — 1" — 

p ( AB , A'B' ) p^( AC , A'C' ) + p^( BC , B'C' ) 

=tp^(L,l'), ovv.rtp^(LM)n. 

(*} Pel risultato sopra ottenuto 

p ( BC , C'F' ) :(= p (AB,D'E')*p (AC.C'G'), 
zzi 

si avrebbe dalla prima trovata la tripla relazione d’equivalenza 

p (AB,A'B')*p (AC,A'C')+p {BC,B'C')*p (L.t'). 

Z ^ Z Z 
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Per le costruzioni fatte, essendo già determinate in 
figura le oblique dell’ angolo z sulle basi ( una al- 
meno CD, e C'E' in ciascun triangolo), e i segmenti 
a queste relative, si hanno i parallelogrammi ABD'P 
= p^(AB , A D' ), KB'E'R = AB , B'E ), KADQ 

(AB' , AD), e B'BEU= j> (AB' , BE). 

Or sulla figura i parallelogrammi dei lati omologhi 


ed 


ACNE ABF'L ABD'P, 

=t= ACME =t= ADQK , 

MB' C O =1= KB'C'S KB'E'R, 

^ VB'C'» VB'BG -t= UB'BE, 


Or del pari si paò ottener l'altra direttamente. 

Pel triangolo KB'V = ABG , essendo il lato ST = BG = BC , si 
ha pure II parallelogrammo aC'B'V (BC , B'C'); onde il 

risultato , 

ABB'VLA — KB'V — AKL * ABB'VLA — ABG — (A'B'C' :E Y6« , ) 
che rinviene a questo 

ABB'K 4 : ACNL ± NCGY + «C'B'V; 

ossia 

p^ ( AB. A'B') =»= p, ( AC , A'C') -t- p, (BC.B'C) ztp^ (A'C'.CG). 

Ma, come si è veduto sulla figura , 

p (A'C',CG)2:p ( A'B' , DE) p, ( B'C' , CF I ; 
z s z 

dunque si avrà anche la tripla relazione d' equivalenza 

p (AB,A'B')d:p (AC,A'C') + p (BC.B'C') ±p ( L , I ). 
z z z z 

Dalla comparazione di questa colla precedente , si avrebbe allora 
il risultato 

p. (L,I')4=p. (I.'.l). 


ì ->■ 
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dunque si avrà — 2° — 
p (AC , A'C') (AB, A'D' )=♦=;> JA'B', AD), 

iZ Z 

p (BC, B'C')=4=/> (AB,B'E')=|=p (A'B',BE). 
z z z 

Pel punto 0 si conducano le rette Oy, OS, rispetti- 
vamente parallele alle rette DM ed E'S; ed unito EC, 
che si prolunghi al di là del punto C, si conducano 
. pel punto N le rette Ns, N» rispettivamente parallele 
ad EC e a D'L : si segnino i punti d’ incontro fl, X, p ; 
e si conducano in ultimo le rette Bj parallela ad EC, 
e C'D' fra i punti C' e D', Si avrà per i triangoli OC'y 
= CBD, OMS = C'B'E', le rette Oy = CD, Os 
= C'E' = C'D' , onde H parallelogrammo OySS, 

= p (CD , C'D' ). Parimente per i triangoli NF'« 
z 

= CBE , NC» = F'A'cr = C'A'D' , saran le rette 
Nè = CE = CD , e Nm = C'D' ; onde pure il paral- 
lelogrammo NèX» = p (CD , C'D'): d’altronde i pa- 

Z 

rallelogrammi KRiQ z= pjl AD , B'E' ) , ed EBD'/> 

= p (A'D',BE). 
z 

Or per i triangoli OSy = MRQ, MOs =KSR, NF'^ 
= CBE, NCm — F'Bff, si hanno dalla figura i risultati 
seguenti : 

SóM — OSy — MOS -t= S^M — MRQ — RSR, 
NF'è — CF'X + NC« ^ CBE — CF'X -f- F'Bj; 

che rinvengono a questi 

OyflS = 4 = RRtfQ, NèX« xEBff =i= />EBD' ; 
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onde ai ponehinderà 3* » 

p ( CD , C'©* ) =»i= p ( AD, rE' ) ^ p^( A'fy , BE). > 

(V. Nota VII). * 

]\o 28. — ‘ScoLH». -—Sommando menikt) a membro 
le equiyaleiwe .del .puB^o 2”» si ottiene i| do^io 
risultato , 

p (A€ , A*C' ) -♦- p < BC,B'C' )«t= p fAB, A'D'.-+- B'-E') 

^ ‘ f \ 

che dUnostp», cpme , per ®gn* caso .dell’, angolo z, 

f^mna.dei pflrallelograwni fatti sopra i lati 
omologhi intorno agli angoli z è equivalente ad ^ 
ogmui- d»i paralleiogrammi . fatti s»pra,.u»a delle 
basi e sutta somma' dèi segmettti filativi alt altra'. 

I » V *•••.• , ■ t t • 

^ i . / r ' . t , ì ■ 

29 . — COHOU.AMO. — Su^maendo i triangoli 
ABC e A'B'C' uguali fra loro, si avranno i ^giieibti 

. , . •> '* t i‘ f t I I 

risultati : 

/^.(AB) - 4 = Izi AC ) + /j:( BC ) p^(-Es I );■ •« 

AC ) 4- p^( AB , AD ) , /^( bC f 4= p^i AB BE ) ; 

/ij^CD) 4= p (ÀIì‘, BE)? 

^ n . 

facili ad enunciarsi. Del pari si avrà l’eqilTvalenza 

* s , • * 

/^(.AC)-»- i^(BG)4=p (AB,Àtì-4r BE); -, 
che dimostra* come, sfa z ottuso ovvero acuto, 

4 
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La .somma delle losanghe fatte titi .ieUi intonm 
all’ mgotpfz è equivalente: ai parallelogramtto fatto 
sulla base e sulla somma de’ segmenti relativi (*). 

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA ENUNCIATO AL N° 25, PEL CASO 
. ' PMTtOOLARE dell’ ANGOLO 0 > A. ,>>.•- . 

N” 50* — Della costruzione fatta 'attorno ai trian- 
goli ABC e A'B'C' {fig. 7, 8) ritenute solo ’qilelle 
linee , • indieate colle mede^me lettele , che $i ve- 
dono nelle figure 11 e 12, dispongansi i triangoli 
nel modo ’ rappresentato da queste ultime figure-, 
facendo cioè coincidere gli angoli uguali D'C'E' e CBG, 
e perciò gli altri due uguali A'C'D' ed ABC. Saranno 
in tal posizione — 1" — ì lati AC é''A’B'' fra Idre 

(*) Bsprtanèitdo nnnerlCMBent« le relattani «fc^valeiKa dina)- 
tirate,, eoa «OAtitnireia luofo.dl ciascop paratlelopamwo, o losan^A 
dell'angolo x la sua misura relativa alla loianga dello stesso angolo 
fatta sull' unità lineare, si avrebbero le relazioni numeriche generali 
del iK 7 , come imr qoelle che se no dedueoau *el essi particslarl. 

Dividendo le seguenti , , . • 

AC . A'C' = AB . A'D', BC . B'C' = AB . B'E' 

(relative a due triangoli equiangoli ABC e A'B'C'), membro a 
membro , per quest'aitre . ,, 4 . 

. jT? = A'B' . A'D', A'B' . B'E', 

( relative al solo triangolo A'B'C' ) , si hanno I raK>orti 

BC _ AB. 

A'C' A'B'’ B’C' ■" A B ’ 

che rinvengono alle proporzioni 

AC : A'C' : : AB : A'B' : : BC : B'C' ; 

donde, se ti sAleiietsc alt’ ordine di Laosnou , si concMuderebbc II 
teorema fondamentale della teoria del triangoli sinrill: 

Due triangoli equiangoli hanno i lati omologhi proporzionali . e 
tono timili. ' * 


5t 


paralleli; — 2" — i lati B'C' e B'G' riapettivaraente 
paralleli alle oliliquc dell’angolo 2 CD e C^;— . 5“ — 
le rette EG ed ’E'G' rispettivaménte parallele ai 
lati B'(? *e BCT, cerne essendo rispettivamente pa- 
rallele a CD e a C'D'. 

Sul prolungamento di BA si prfeqda una parte 
— A'C' , per CUI risulta LA' = AB ; e si costruiscano 
i paraTlelogrammi LACE ed LA'B'M: saranno questi 
rispettivamente uguali ai AC-, A'C' ) e p^(AB , A'B'). 


Quindi prolungata DC, si eostrukg;ano- — 1° — sui lati 
BC e B'C' il parallelogrammo CBB'IH;.— 2“ — sui 
lati B'N e B'I' il paraliclogrammo NB'1'0; — 5“ — 
sui lati B1 e B'C' il parallelogrammo -IBB'F; “ e si 
prolunghino le peUe .G'B'^ fino iucontro di NO 
in Q, ed EG fino all’incontro di B'P in B. Per i 
triangoli equiangoli A' C'D’ ed l'C^' 7 A'C'T)' e B'C'E' 
(V.. /%. J, 8 ),. essendo gii angoli B'1'0 :^s= G'I'C' 

A' = A, B'BI = B'C'E' = A' = A; — e per' la 
farta costruzione, essendo le , rette B'N == BC, B'G' 
= B'C' , G l' ^ C'F' (/^, 7 , 8), BG == BC, Gl = 
CF {fig. 7, 8); — si avranno perciò in figura i pa- 

. * »#»' t '* ì 

rallelogrammi seguenti: G'QNB' = p ( BC , B'C' ), 

G'QOF = p tBC,CF'), BGRB' = p fBC,B'C'>, 

A . A . . 

GIPR =p'(B'C' , CF). ' ' ’ ■ ‘ ■* 

A * ; ■ 

Ora il parallélogrammo! 

BCNB' ^ l'ONB' vi G'QNB' rt G'QOI' ^ 
DIPB' - 4 = BGBB' et GiPB; 
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V 


(ktnque si qvrà • ^ 

BCNB' H=pABC, B'C )±:p(BC, C'F' ) , 

A A 

^p,(BC,BC')d::pXB'C' ,CF). 

A A 

Ciò posto, fra i punti M ed N si conduca la retta 
MN: risultando il triangolo MB'N uguale all’ ABC , 
sarà MN uguale e parallela ad AC, e così sul prolun- 
gamento di LM; onde sarà KCN un triangolo uguale 
all’ A'B'C'. 

Pertanto si avrà dalla figura il risultato seguente: 
LBB'NL — MB'N — A B C' =t= LBB'NL — ABC KCN ; 
che rinviene a questo 

» 

LA B M =t= ACKL -h BCNB' ; 
ossia alla doppia equivalenza 
p^(AB,A'B') -t- p^(AC, A'C') + /i^(BC,B'C') 

=t= p XBC . C'F' ),ovv. :±p . ( B'C' , CF ). 

A A 

Fra i punti C e Q, N ed R, si conducano le rette 
CQ, NR. Per G'Q uguale e parallela a BC, essendo 
BCQG' un parallelogrammo, sarà CQ sulla direzione 
KC: parimente per GR uguale e parallela a CN, es- 
sendo CNRG un parallelogrammo, sarà NR sulla di- 
rezione LN. 

Inoltre , chiamando S e T i punti d’ incontro delle 
rette NC , NO con la retta MB' , la retta EGR passerà 
pel punto T, come passa pel punto E da cui 6 con- 
dotta; dovendo NCET riuscire un parallelogrammo. 
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per NT uguale e parallela a CE^ come sono..d’ altronde, 
nel triangolo MB'N uguale all' ABC, le rette NS — CD, 
MS = AD, e B'T = BE. ' 

Pei punti Q, D', E' si conducano le rette — QU pa- 
rallela, a CA, — D'V, E'X parallele ad A'L; — e si 
prolunghino BC e G'Q (ino all’ incontro di LM in Y , 
Z: parimente pei punti G, S, T si conducano le rette 
— Ga parallela a CK, — S/8, Ty parallele a B'A' : — 

si avranno i parallelogrammi ACQU = p (AC , C'G'), 

A 

D'VXE' = p rAB,D'E), RCG* = p AX’C , CG), 
. A '‘A 

S/9yT = pX\'W , DE). 

A 

Or sulla figura i parallelogrammi 

G'QOI' =+= G QC8 ACQU , 

^^^D^YZE ^^^ D'VXE'; 
e 

GIPR 4= CGRN CG«K , 

DETS ^ i0yTS; 

dunque si avrà 

p^( BC , C'F' ) ^ p^( AC , C'G' ) p^( AB , D'E* ) , 

pXB'C' , CF) p,(A'C' , CG) p,(A'B' , DE). 

Inoltre dal doppio valore sopra determinato del pa- 
rallelogrammo DCNB' risulta 

p^(BC , C'F')--k-p^(B'C' , CF); 
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dunque ' 8i iivrà geoeralmeate * < . 

• • ■■ ' ' 

f ; . .. if 

c per conseguenza — 1° — 
p^( AB , VB' ) 4= p^( AC , A'C' ) 4- P^{ BC , B'C' ) 

‘ 1 ' » ' 

Per le fatte costruzioni, si hanno in figura deter- 
minati i parallelogrammi LA'D'V = p (AB , A'D' ), 

A 

MBE'X = p.(AB , BE'), L/SSM p,(A'B' , AD), 
A A . , 

A'yTB' = p ( A'B' ,BE). Or per i triangoli uguali 
A 

ABC = VD'Y , KCY = A'C'D , KCN = /iDS , ACD = 
MSX , ne vengono i risukali segueiHi : . 

LBY — ABC KCY 4 - IBY — VD'Y — A'C'D , 
LDN— KCN — ACD=|=LDN— /SDS — MSN ; 

ossia il parallelogrammo /• ; i . • i 

ACKL ^ LA'D'V , * ACKL L5SM; 

siccome ad un tempo si hanno i paratldogntmini 
eguali., . . i ‘ 

G'QNB' -t- E'ZNB' =*=' E'XMB' , ’ 

’ BGHB' =»= teETB' =4= A'yTB' | 
onde si conchiuderi — 2° — 

p fAC , A'C')^pXAB, A'D')-4 =pXA'B' , AD), 

A A A 

p f BC , B'C' ) =4= p,( AB , B E' ) ^ p,( A B' , BE). 

A A A » 
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Fra i punti- C e'2-<ai ‘Conduca, la retta G?; e si 
uniecano i punti. Y, i,< é Dy E rispettivamente ai 
punti £, 6, d’intersezione delle rette Sii ed-E'X, Ty e 
D'V. Si avranno, pel triangolo K.(JW uguale all’ A'B'C' , 
le rette CY = C'D' , CZ = C'E' = CD' ; e parimente, 
pei triangoli / uguali XgZ e ADC, VflY «e AEG, si 
avranno le rette. ìZe GIX, Y6=*: CE = CD: onde, 
per gli angoli CDj = B'C'E' = A, CEfl = BCE = A , 
saranno i parallelogrammi CDeZ = p.(CD , C't)'), 

fi ' y V A , 

CEijY = p ( CD , C'iy): d’altronde si hanno i parallelo- 

grammiX£SM=39 r AD ,B'E' ), A'yflD' =pXA'D',BE). 
■ . A , . . A • 


Or sulla fi§um i .parailelc^rammi - , ^ 

CDaZ^^PfSsZ =(:ìMS£X, • 

CEflY =4 :.'bE 4D' =4= A'yfiD' ; ' 

dunque sì avrà — 3" — 


p^{ CD , C'D' ) =t= p^i AD , B'E' ) 0= p^{ A'D' , BE ). 
(V. Nota Vili). 


N" 51* — Scolio. — Sommando membro a membro 
le equivalenze del punto 2“, si ha il doppio risultato 

p,(AC,A'C'}-4^pXBC.B'C')=4=;»,(AB,A'D'-hB'E'). 
A A . A 

ovv. (A'B' , AD -h BE); 

che si enuncierà come quelto^ dei n° 3g; intendendosi 
qui dire deU’, angolo A, -come là 

si intendeva dire parallelogrammi doli’ angolo, z. 
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- N‘‘ 51- (ì®R«tuRio. — 111 «iinil m«do<si avnuino, 
pel caso «T'iin solo triangolo delP an§olo z, t ristil- 
tali segoenU: , ■ \ 

yAB:^^/^(AC)-M^(BC)r±:p^(L ;i); • ' 

AC ^ AB , AD) ; BC ) =1= AB , BE ) ; 

•' /^(CD)=t=p^(AD,lE); 

f '5 l . 

c [laripie^ , , ^ 

/,(AC)‘+ /,(BC =N 39, (AB , AD H- BE), 

A , , A , A . fi, 

che si enuncieranno come quelli del n° 29- 

N° 53. ' — La dimostrazione che si è data per l’ an- 
golo A , potendosi applicare analogamente afl’ angòlo 
B , rimane pienam^te provsdo il lecuema del n** , 

per un qualsiasi degli angoli dei triangoli. Resterebbe 
a dimostrarlo per un angolo m qualunque, a norma 
di quanto ci siamo proposti: ma sebbene a ciò sia per- 
venuto per alcuni casi pafticòlari , pure nìon mi venne 

V 

fatto finora di averne una dimostrazione generale 
completa sulla figura. Ciò non ostante si conchiuderà 
il tutto in forza di un teorema, o lemma fondameli- 
tale, che si stabilirà in seguito; dopo di aver fatte 
conoscere quelle dimostrazioni , che ho trovate di 
aleuti! casi ' particolari relativi a itn solo triangola. 

, . TEOREMA 

M ■ I 

N“ 34. — In ogni triangolo rettangolo , la lo- 
sttnga 'deli* anffalo a fatta «uW ifn>tenusa equivale 
alla somma delle losanghe dello atesea angolo 
sui due catetié ‘ ■ ’ 
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' 8m ABC(/f^; 15) un triangoio rettangolo in Crsi fec- 
ciano sopra i suoi lati AC e ABle losanghe dell’ angolo a? 
AGEF = A„( AG ), ed ABGH = BC ). Quindi oon- 

dotfe 'ra , si compia il parallelogrammo EFHI ; ed 
unito IG, si costruisca sui lati Ei e 16 M paraileh)- 
grammo EIGK.} e si conduca in ultimo la retta BK.. 
I triangoli HGI ed ABC, BGK ed AHP avendo per costru- 
zione due lati rispettivamentè uguali e paralleli, sono u- 
guali. hmltre esseado per cootruzione l’ angolo BAH 
= CAF , si ha r angolo BAC = FAH ; dunque i due 
triangoli ABC ed AHF, e quindi i due altri HGI e 
BGK saran tutti uguali fra loro. Perciò sarà EIGK 
una losanga del lato BC: ma il suo angolo • 
E;G == EIH H- HJG = EFH ,+ HFA = EFA = , , 

dunque sarà EIGK = !«( BC ). 

Per i triangòli conosciuti uguali , il quadrilatero 
EC^ essendo un parailelogramino .formato degli stessi 
Iati deir EFHI, — per gli angoli retti FEK ed.lEC (a ca- 
gione dei lati pargUeli ) si è inoltre l’ angolo CEK 
= 180“ — FEI = EFH ; onde sarà ECBK = EFHI. 

Si avrà così in figura il risultato seguente: 

, ABGIEFA — HGI — AHF — EFHI =♦= 
ABGIEFA —ABC — BGK — ECBK; 

che rinviene a questo 

* I I ■ 

^ - ABGH =t=ACEF-h EIGK, 

ossia 

Uab)4-uac)h-ubc). 

(V. Nota IX). *•’ . 
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55 . — CoaemRio. — Oaè vertice C deHVani^Io 
retto del triangoiejrettengolo ABC { fig.- t4) si abbae»! 
la perpendieelare CD sull' ittolenusa: ^'avranno 4 pel 
Veoreme precediate, nei due iriengoU rettangoli AC9 
e BCD,. le seguenti .equivalenze. . . . ^ 

UkC)^ UKÌ))^-\- UCÙ),^ • ‘ 

4(BC)^^/<>,(BD) + 4(CD); , 

lé qnalt, sommate membro a membro, danno qties- 
t’ altra • ' ' ' ■ 

’UAC) + 4(BC)4= UAD') -h WBD) -K 2 ^a-(CD). 

Ma si ha d^ sdtronde ' ^ 

UAC) -hUBC)-NUAB):4=UAD -hBD)-i=UAD) 
^i«,(BD) + 2pJAD,BD) (V. Nota IX); 

dunque ne seguirà , comparando i ^ondi menftbri ; 
il rftuHatò' • ' ' ■ ■ ' ‘ 

' UC'D)^P (AD,BD)0., 


n A questo ^ può pervenire più ^empIfcemeiUe in «Uro modo, 
conducendo la retta CO al' meuo 0 dell' ipotenusa , la quale CO 

risulterà uguale a^ AB. Polctiè si a .allora,' pei triangolo ret- 
tangolo CDO. il risultato 

lco(CD) * icj( CO) — Ì£c(DO) 4 : p„(CO -H DO , CO — DO) 

I ! '• ' (V. Nota IX) 

* p„( BO -H no , AO — DO ) 4: bd , ad 1 : 

1 ,, .1 

ossia 

lo)(CD) 4 : pj AD, BD). r r 
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SostìteKndo. questo valore aelle due prime equiva- 
lenze stabilite , si cangeran esse ndle seguenti : < 

UAC)=^p^(AD,AD)-|-p^(AD,BD)=^=;>^(AD,AD + BD), 

UBC)=N;>^(Bp,BD) +jiJ,M),BD)^p JJÌD -f- AD,BU> 

ossia infine 

AC ) ^ pji AB , AD ) , U BC )‘=+= /) J AB , BD ) ' 

36- — Me<ìfanfe'le usate ' trasformazioni , dal 
teorema generale stabilito nel n” 34 sul triangolo 
rettangolo, si son dedotti , “'come 'eorollarii, net n® 
precedente, quegli altri risultati, che' vi hanno un’ in- 
tihia connessione; i quali 'altrimenti sarebbe stato 
difficile a dimostrar sulla figura. Tali risultati, as- 
sieme a quello del n° 34. provano già d’una com- 
pleta maniera pel caso d’ un solo triangolo 'rettangolo 
il teorema del n® 23 : ed è appoggiandosi ' su di essi 
cbe dimostreremo poi d medesimo teorema gencral- 
meqte. Prigaa perù, voglio ancora e^rre sui trian- 
goli ol)UquangoU il seguente teorema, che è il cor- 
rispondente generale di quello dimostrato al n® 12> 

* - •: TKOKEMA. 

WST. In ogni triangolo obliquangolo, la losan- 
ga delV angolo <« fatta sul lato opposto ad un suo 
àngolo z è equivalente alla somma delle losanghe 
dello siesso angolo fatte sugli altri due /ori',' più 
o meuo il parallelogrammo dell' angolo medesimo- 
fatto sopra 'àn éi qttèslT fati e sulf'intercetta stm 
relativa. 
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Sia ABC {fig. Iti, 16) il trianfolo dell’ angolo z 
in C; in cui CF e CG son le-intercette «dative ai 
lati BC ed AC. 

Sopra i suoi lati AC c AB si facciano le losanghe 
dell’angolo « ACMI = U^C), ABK.L = AB ). 
Quindi condotta IL, si compia il paralldogrammo 
HILM ; ed unito MK , si costruisca sui lati MH ed MK. 
il parallelogrammo HMKN; e si conduca in ultimo la 
retta BN. Pei lati LM ed AC, LK ed AB, KN, ed LI , 
KB ed LA rispettivamente uguali e paralleli, essendo 
uguali i triangoli LKM ed A3C, ALI e BKN; — per 
r aiuolo lAL = BAC, saranno poi i due ALI ed ABC, 
e quindi i due altri LRM e BKN tutti uguali fra loro; 
onde sarà HMKN una losanga del lato BC. Inoltre il 
suo angolo 

UMK =? LMK LMH = LIA zfi LIH = HIA = », 
dunque HMKNx^r 1<„(BC). 

Pei triangoli avvertiti uguali , essendo il quadrila- 
tero BCHN un parallelogrammo formato degli stessi 
lati del parallelogrammo UHM, hanno essi però an- 
goli diversi : onde sarà d’ uopo trasformarli in altri 
equivalenti dello stesso angolo, per avere il valore 
della loro somma» Si determimoo i punti d’ inoontro 
0 di concorso 0 e P, — delle rette AC e BN, ad an- 
golo « fra loro codoo^AC e CH , — delle rette CH 
ed ML , ad angolo » fra loro cerne CH ed HI : — ai 
avranno, per CH ^ U1 = À£, i parailelogramini 
BCHN p^(AC,CO), ed HILM =1= J ÀC , HP ) (*•). 

{') In virtù del principio (V. Kota, pag. 38), che 
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Ma HP = GO; poiché i triangoli MHP e BGO sono 
uguali,,, avepdo un lato MII — BG, l'angolo in P 
uguale all’ angolo in 0, e 1’ angolo in H ( supplemen- 
tare od iigirale di MHC = z) uguale all’ angolo in G ; 
dunque si avrà la somma dei parallelogrammi 

BCHN -4- HILM p J AC , CO -1- GO ) =t=p,^(AC , CG ). 

Parimente si'detcrminino i punti di incontro o di 
concorso R ed S — deHe rette RN e BC, ad angolo cu 
fra loro come K.N ed NH, — c — delle rette NH. ed IL , 
ad angplo o> fra loro come NH ed si avranqo, 

per HN = HM = BC , i parallelogrammi BCHN ^ 
p„(BC,NR), ed HILM p J BC , HS ). Ma cohdu- 

cendo aepra BC l’rddiqua dell’angolo co AQ, si hmno, 
come sarà facil vedere, i triangoli BNR uguale al- 
r ACQ , ed IHS uguale all’ AQF , per cui NR = CQ , 
ed HS = QF ; dunque si avrà la somma dei paralle- 
logrammi 

BCHN -h HILM =t=p^(BC,CQ-l-QF)=l=pJ»C,CF). • 

Or sulla figura 1 5 , dove l’ angolo z ottuso , si ha 
il risultato 

ABRMLIA — LKM — ALI ABKMLIA — ABC — BKN 
che rinviene a questo 

ABRL ^ ACUÌ H- HMKN BCHN + HILM ; 


Ogni paralltlogrammo è equivalente ad un altro dell'angolo x> . 
della eletta tate, e della eletta obliqua dell'angolo <u condotta fra 
le tue bati parallele. 
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ossia • •' * ■ ^ • ■- '• * ”• " 

’ UAB) :=»= UAC) + UlSC)+p (KC , CG), 

.. .. ovv. -1^ ?»^(BC ,XF). 

Parimente èi ha sulla figura 1 6 , dove 1’ angolo e 
acuto, il f risultalo seguente: ' * 

ABKMIIIA — ALI — LKM— LUUI =t^ 
ABIIMHIA -- BkN ^ ABC — LIHM =t= • 

AUCmniA— BO— ABNT— (BCHN— CHT)— LIHM^ 
ACHI -p HMKN — CUT — BCHN 4- CHT — LfHM; 

che rinvie«e pu*e a questo v . ' • ; 

. ABKL 4= ACMI -f- HMKN — (BCfIN 4- UHM ); 
ossia ’ 

UAB) 4= UAC) + UBC) — pJaC , CG)’, 

ovv. — p^/BC,CF)C). 
(V. Nota X). ' . 

N" 58 Dimostriamo ora il seguente 

LEMUV FONDAHEMAUE , , 

Se (lue parallelogrammi equiangoli sono equiva- 
lenti sotto un cert’ angolo z , saran pure equiva- 

i;.'! ...... 

(*) Pel teorema del n° 3i , si dedurrebbero questi risultati nel 
modo seguente. Sulle figure 3, i, il triangolo ABO essendo rettan- 
golo in 0 , si ha l’ equiyaleiua 

IojCAB) =t lco(AO) + lo}{ BO). 
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/e«4t sotto tm aitro antfolo a tfualunftie i Ulti ri- 
ràtmendo smipre.gii stessi i-}--’ i 

Sieno AB e AD i lati del primo parallegranime, A'B' 
e A'D' quelli del secondo; tali che si abbia 

/ -1 / t r / * ‘ f 

p (AB, AD)=^p (A'B' , A'D'): 

^ z ^ 

si dice che si, avrà pure ^ , , 

p^(AB,AD)^p^(.A'B' ,A'D'). 

Sopra i lati (maggiori) AB e A'B' si descrivano 
due triangoli rettangoli ABC e A'B'C' (/?</. 17), che 
abbiano per segmenti rispettivi gli altri Iati AD e A'D' : 
si avranno in ciascun d’ essi, secondo i risultati del 
n“ 35 > le equivalenze seguenti: 

U ÀC) ab , A») , . UA'C' ) ^p^( A'B' , A'D' ). 

,Ha WAO) * J«( AC ± CO) * Iffl(AC) ± Sp<i(AC , COJ + 
lco(CO), e (o}(BO) ^ l<a{tC) — I<u(CO); dunque, sostituendo, 

VA») * VA(C)=fca»„(A€,CO)-fc VCO) + WBC)-VCO)i 
ossia ricucendo, 

VA») * WAC) + MBC) 2: tPo,(AC,CO); 
che, per le figure 15 e IB, rinverrebbe a questa 

loj(AB) :c VAC) + VBC) ± p (AC , CG ). 

». I 

In US mo4o analogo si dedurrebbe l'altra equivalenza sopra ot- 
tenuta usando del triangoli rettangoli ABD e ACD delle figure 3 e l. 

. (*) Questo seguirebbe dal teorema del n" 90; ma la dimostra- 
ilone, che ora se ne dà, è Indipendente da agni idea di rapporti 
numerici di linee o di flgure. 
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* 

Ma se ciò «leve aver luogo 'per tiD angolo « (pia- 
lunque, avrò cosi luogo per l’ angelo z: onée 
si a\’rà pure 

/^{AC)=^p (AB, AD), ;_j(A'C')4=p (A'B',A'D'). 

2 t > t Z 

• ^ » 

Or per ipotesi 

p (AB,*\D)=t^pjA'fi' , A'D'); 
z z 

■ ‘ ^ , i* 

.dunque sarà 

y.(AC>=!=/^(A'C'); . 

I i 

c per conseguenza AC = A'C' ; e perciò ancora 
/cu( AC =♦= <oj( A'C' ): 
donde si conchiuderà finalmente 

p^(AB,AD)^pjÀH','A'D'). • ■ 

N" 39* — Scolio. — La proposizione vuol èssere 
generalizzata in questa forma: 

Se fa- somma di varii paratteloffmmmi è eqvmm^ 
lente alla somma di varii altri, sotto tm certa a»- 
golo z a tutti comune „ tale equivalenza sussisterà 
anche per un angolo <a qualunque-, i lati di cia- 
scun parallelogrammo rimanendo sempre gli stessi. 

Consideriamo di questa proposizione generale un 
caso distinto, quello phe più fa al nostro hlSogno; e 
supponiamo di avere un’ equivalenza di questo genere 

p ( A , B) ^p ( A' , B' ) + p^( A", B") :±:p ( A'”, B'"): 
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si vuol provare che si avrà ugualmente 

, B)4=P^(A' , B') ,.B") nzp^(A'",B"'). 

Si trasformino i due ultimi parallelogrammi dati 

p (A",B") e p (A"',B''') in due altri rispettiva- 
z z 

mente loro equiangoli ed equivalenti, e dello stesso 
lato A'; e siano b” e b'” i nuovi lati corrispondenti, 
tali che si abbia 

p^(A”. B")^p^(A',6"), p^(A"',B"')-t=p^(A',6'''). 

Si avrà per conseguenza 

/>^( A , B ) A' , B' ) A' , 6") =t p^(A' . 6"' ) ; 

e quindi, addossando gli uni agli altri questi paral- 
lelogrammi pel lato comune A', 

(A,B)=t=p (A' ,B' -4-6"rtf/"). 
z z 

Si è cosi ridotta la nostra equivalenza a non essere 
più che fra due parallelogrammi equiangoli fra loro: 
onde , applicando qui il teorema del n" premiente , 
si avrà ancora la seguente 

P^(A,B)4=P^(A' ,B' ~f //' ±à"); 
che si cangia in quest’ altra 

p^(A . B) J A' , B' ) 4 p^(A' , b" ) ±p^{ A' , b"). 

Ma , per lo stesso citata teorema , si hanno i paral- 
lelogramnù 

p^(A",B")=t=p^(A' ,6"), p^{\"',B'")-f=p^^{X',b "y, 
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dunque, sostituendo, si concliiuderù il risultato 
A , B ) ^ p^(A' , B') + /,^( A" , B”) , B"'). 

IS° 40' — L>a dimostrazione che abbiamo data , es> 
sendo, a mio giudizio, al coperto di ogni obbiezione, 
pone in luce il teorema, che ci siamo proposti 
( n" 25 ) , in tutta la sua generalità : fino a che ulte- 
riori meditazioni o mie o d’ altri pervengano a 
trovarne una prova diretta e geometrica sulla figura. 
Egli è bene però di avvertire, che trovata, la sua 
complicazione sarebbe tale, che, quantunque prege- 
vole, perchè generalizzerebbe così le rmstre dimostra- 
zioni, riuscirebbe tuttavia di poco giovamento dal 
lato della chiarezza. 

Frattanto farò qui sopra i risultati generali ottenuti 
alcune riflessioni, che serviranno meglio a farne ap- 
prezzare il valore. 

N° 41. — Si sono proposti sulla fine della precedente 
Memoria alcuni problemi, de’ quali si son pure indi- 
cati i mezzi di soluzione. La dimostrazione di alcuni 
fra questi riposava sopra le proprietà proporzionali 
dei triangoli, che si aveano a costrurre: ma si è 
annunciato fin d’ allora che le postruzioni medesime 
si possono rendere indipendenti da siffatte proprietà 
proporzionali; ciò che non è di poco pregio per la 
teoria. Per farlo vedere, ragionerò su d’ un esempio, 
che servirà di norma a tutti gli altri. 
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PROBLEMA 

Data la base AB d’ un triangolo, e i due seg- 
menti relativi AD e BE, costrurre il triangolo. 

La questione si riduce a trovarne gli altri due lati 
AG e BC (che sarebbero numericamente medii pro- 
porzionali alla base, e a ciascun dei segmenti). 

Ora Questi devono soddisfare alle due seguenti 
condizioni d’ equivalenza 

Z4AC)=t=p^(AB,AD), Z4BC)^p^(AB,BE ): 

dunque — se sulla base AB ( come ipotenusa ) , e 
con ciascun dei dati segmenti AD e BE, si costruiscano 
successivamente due distinti triangoli rettangoli ABC, — 
saranno nell’ un d’ essi il lato AG , e nell’ altro il lato 
BC (adiacenti rispettivamente ai dati segmenti AD e 
BE) i lati che si cercano del nuovo triangolo a 
costrursi ABC dell’ angolo z ; poiché questi lati AC 
e BC così determinati soddisfano appunto alle indi- 
cate condizioni : onde si potrà per essi costrurre il 
triangolo richiesto. 
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N” 4'2- — Esporrò in quest’ ultima parte della mia 
Memoria alcuni ìfeoremi , che saranno, relativamente 
ai volumi ed alle faccie delle figure solide , i‘ corri- 
spondenti di quelli dimostrali nelle due prime parli , 
e nella Memoria precedente, rispetto alle aree- ed ai 
lati delle ligure piane. 

.Indicherò da prima alcune annotazioni analoghe a 
;{^^e che si son convenute al n" ({. 

■t iSn parallelepipedo essendo determinato quando se 
ne conoscano i tre lati adiacenti, e gli angoli che 
formano , — se All , AC , AD sieno questi lati , e cr ^ 
z' , z" gli angoli compresi rispettivamente fra i lati 
AB e AC, AC, e AD, AD e AB, — si potrà indicare per 
r annotazione generale seguente 

p z, AC, z', \D, z" ); 
che si modilìcherehbe poi secondo le circostanze. 

Si può rai^resentarlo |>erò in un modo più sem- 
plice. 
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Indicando per Z il suo angolo triedro in A, fornialo 
dagli angoli piani z, z', z" , si scriverà semplicemente 

AC, AD); 

che si leggerà: parallelepipedo deW angolo triedro 
Z costrutto sui lati AB , AC , AD. 

Se due degli angoli piani z' e z" son retti , — aven- 
dosi un parallelepipedo retto, la cui base sarà un 
parallelogrammo dell’ angolo z fatto sui iati AB e AC, — 
si rappresenterà perciò in questo modo: 

pr (AB, AC, AD); 
z 

che si leggerà: parallelepipedo retto fatto sui lati 
AB, AC, AD, coll’ angolo piano z alla base: — 
avendo cura di scrivere j>er i primi i lati della base, 
da cui l’angolo z debbe esser compreso. 

Che se anche z fosse retto, si scriverà solamente 

pr ( AB , AC , AD ) ; 

che si leggerà: parallelepipedo rettangolo costrutto 
sui lati AB, AC, AD. 

Supponiamo nel parallelepipedo i lati uguali: sarà 
composto di sei losanghe dello stesso lato , con angoli 
diversi in generale; al quale si dà il nome di rom- 
boedro (da rombo sinonimo di losanga); onde si 
rappresenterà per la semplice annotazione 

»-^(AB); 

che si leggerà : romboedro dell' angolo triedro Z 
fallo sopra. AB. 
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Che se gli angoli piani componenti quest’ angolo 
triedro Z fossero retti, si scriverà invece 

c (AB); 

che si leggerà: citòo fatto sopra AB. 

Ciò stabilito, dimostriamo il seguente teorema ge- 
nerale. 

TEOREMA 

43. — parallelepipedi equiangoli sono 
fra loro equivalenti , quando i prodotti dei tre lati 
adiacenti di ciascuno sieno uguali; — e non saranno 

in equivalenti, se tali prodotti non siano uguali. 

: 

Consideriamo da prima il caso particolare, in cui 
i due parallelepipedi abbiano inoltre un lato uguale ; 
per cui r ipotesi fatta si riduce all’ uguaglianza dei 
4>rodotti degli altri due lati di ciascuno. 

Sieno pertanto ABCDaòcrf e A'B'C'D' a' 6' c'rf' (Jig. 18) 
i due parallelepipedi equiangoli proposti; in cui si 
supponga che sia il lato Aa = A' a', mentre si ha fra 
gli altri lati la relazione 

AB. AD = AB . AD'. 

Si dispongano in modo, che gii angoli diedri ugua- 
li BAoD, e B'A'a'D' sieno opposti al vertice, facen- 
do coincidere i lati uguali Aa ed A' a' ; per cui risul- 
tano le faccie ABCD e A'B'C'D' nello stesso piano , 
come parimente le loro opposte ; e si conduca pel- 
le costole Cr e C'e' il piano Ccc'C', che taglierà i due 
Bò' c Dd' lungo le rette Ee ed ¥f. 
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Si diniostrei-à , come al n" 20. che per la supposta 
relazione , i triangoli CDF ed EB'C' , EBC e C'D'F 
sono uguali; come parimente i loro opposti cdf ed 
cb'c', ebc e c'd'f : onde saranno fra loro uguali i 
prismi triangolari CDFcdf ed EB'C'eft'c', EBCeftc c 
Cb'Fc'd'f. 

Perciò si avrà dalla figura il risultato seguente : 

CbFcdf— EAFea/’+ EBCeòc 4- 
EB'C'eò'c' — EkFeaf + Cb'Fc'd'f ; 

che rinviene a questo 

ABCUaòcrf =N A'B'C'D'o’ft'c'rf . — 

i 

Siano ora P e P' due parallelepipedi equiangoli 
qualunque; L, M, N i tre lati adiacenti del primo, ed 
L', l|', N' i tre lati adiacenti del secondo; fra quali 
si ha la relazione 

L.M.N L .M' .N'. 

Si prenda una quarta proporzionalo X alle tre 
L, L', M'; onde, per la proporzione 

L : L' : ; M' : X , 

si abbia il prodotto L . X = L' . M' ; e quindi il pro- 
dotto 

L.X.N' ^L'.M'.rS' =L.M.N: 

e si costruisca sui lati L, X, N' un altro parallele- 
pipedo P" equiangolo ai proposti. Sarà questo ad un 
tempo loro equivalente, per ciò che si è dimostrato; 
avendo con ciascuno un lato uguale, e il prodotto de- 
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gli altri due lati ugual«‘: onde sarauiio i due |»roposli 
fra loro equivalenti, vale a dire si avrà- 

P P . 

Al contrario si supponga 

L.M.N <,o> L'.N'.M'; 

c sia una retta n' < , o > IS' tale , che ne risulti il 
prodotto 

L'.M'.»' =L.M.N. 

Sulla faccia L' . M' del parallelepipedo P* se ne co- 
struisca un altro P* suo equiangolo, col nuovo lato 
n' : sarà ad un tempo 

P"<,o>F, P'^P; 

onde 

P <,o> P'. 

N" — Scolio. — La relazione numerica 
L . M . N = L' . M . N', 

essendo una condizion necessaria e sufficiente per 
l’equivalenza di due parallelepipedi equiangoli P e P', 
dello stesso angolo triedro Z per es. , il suo significato 
sarà quello — di esprimere 1’ uguaglianza dei rapporti 
dei due parallelepipedi con una qualche particolare 
unità di volume; — ;; per cui saranno tali rapjwrti e- 
spressi rispettivamente dai prodotti L . M . N, L' .M' .N' : 
onde si dirà, che, secondo tale unità di volume, — -la 
misura di ogni parallelepipedo dell’ angolo triedro Z 
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sarà espressa dal prodotto dei suoi tre lati adiacenti. — 

Ma in tal modo la misura del romlwedro dell' angolo 
triedro Z fatto sull’ unità lineare risulta espressa 
per 1, siccome l’unità di volume in questione, non 
ancor determinata di forma; dunque le sarà esso 
equivalente; e si potrà conchiudere, che 

La misura di un parallelepipedo qualunque del- 
r angolo triedro Z sarà uguale al prodotto de’ 
suoi tre lati adiacenti; — essendo l’unità di vo- 
lume il romboedro dello stesso angolo triedro Z 
fatto sull’ unità lineare. 

Di questo risultato sarebbe caso particolare quello 
che si dimostra in Geometria: 

La misura di un parallelepipedo rettangolo è ' 
uguale al prodotto delle sue tre normali dimen- 
sioni; — essendo l’ unità di volume il cubo fatto 
sull’unità lineare. 

N“ 45* — Dal teorema generale dimostrato segue 
immediatamente, che 

Due parallelepipedi equiangoli qualunque stanno 
fra loro come i prodotti dei loro tre adiacenti. 

(V. Nota XI). 

Donde si deduce altresì, che 
Due prismi triangolari, e quindi due piramidi 
triangolari , che abbiano un angolo triedro uguale, 
stanno fra loro come i prodotti dei tre lati adia- 
centi, che comprendono gli angoli triedri uguali . — 
Non mi trattengo più oltre intorno alla misura de- 
gli altri solidi, che ciò non riguarda direttamente 
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il mio proposito: e prendo invece a dimostrare sui 
parallelepipedi equiangoli, costrutti coi lati di trian- 
goli simili, un teorema generale analogo a quello 
del n“ as. 


N"* 46. — Su tutti i[ parallelogrammi dell’ angolo m 
contenuti neir^equivaleiiH! del n" 25, si costruiscano 
altrettanti parallelef^»edi dello stesso angolo triedro 
A, eon un terzo lato- comune H: si avranno fra essi le 
seguenti relazioni^d’ equivalenza 

p^(AB , A'B' , H) ^p^(AC , A'C' , H) + p^(BC , B'C' , H) 


yim ..I rtji^(L,r,H),-(rw.rtp^(L',l,H); 

|i^(lC,A'C' , A'D' , H) -^P^(A'B' , AD, H), 

p^(BC,B'C' ,H) 4^/>^(AB ,B'E' , H) =»=p^(A'B' ,BE,H); 


. /)^(CD ,C'iy ,H) =^P^(AD , B'E' , H) =l=p^(A'D' ,BE ,H). 


Onde provar questo nel modo più semplice, si 
moUiplieliino per H le relazioni numeriche del n° 7 : 
i diversi prodotti risultanti esprimeranno le misure 
dei rispettivi parallelepipedi' relativamente al rom- 
boedro dell’angolo triedro n fatto sull’unità lineare; 
per cui, dalle relazioni esistenti fra tali prodotti, si 
conchiuderanno immediatamente le proposte relazioni 
d’ equivalenza. ^ 

Questi risultati però si possono ridurre nel novero 
dei teoremi di Geometria pura, per le considera- 
zioni seguenti: 
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l)a prHiìa^ in virtù del principio, che •' 

Due parallelepipedi della stesae, altezza, e di 
base equivalente , sono equivalenti ; • ■ ' 
risulta manifesta la verità delle tre ultime relazioni 
d’equivalenza stabilite: onde non rimane che a di- 
mostrare la prima. 

Si trasformine i parallelogrannni delle basi dei pa- 
rallelepipedi indicati nel secondo membro in tee 
ahri parallelogrammi (Ocmpre dello ste^ angolo o> ) 
rispettivamente equivalenti, d‘un nuovo lato comune: 
si trasformeranno ad un tempo i parallelepipedi in 
altri rispettivamente equivalenti, e dello stesso an- 
golo tiedro A; de’ quali una feccia riuscirà in tutti 
uguale , perchè formata dal lato comune dato alle 
basi , e dal lato H , die già hanno. Perciò si potrtnno 
addossare per questa faccia i, parallelepìpedi ^trasfor- 
mati, fino a formarne colla loro somma un solo, 
della stessa altezza di quello del primo membro, e 
di una base pure equivalente, perchè è la somma dei 
parallelogrammi trasformati la quale, sempre equivale 
a p^(AB , A'B'):' onde risulta dimostrata anche la 

prima delle relazioni, di cui si tratta. • ' 

N'’ 47. — 1 teoremi che prenderò a dimostrare nel 
numeri seguenti sulle faccie delle figure solide, es- 
sendo dei semplici risultati numerici , si dovranno 
perciò considerare come i corsispondenti di quelli 
dimostrati nella Memoria precedente sui lati di due 
triangoli sìmili qualunque. 
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SiaiK) ABCo^ ed A.'B'C/a'b’e' 19, 20) due 

prismi retti, a basi triaD^olari simili ABC o A'B'G' , c 
dì altezze .qualunque Àa ed A' a’. Chiamandosi z Tan- 
golo in C e C' dei triangoli aioiMi ABC e A'B'G' , di- 
stinguerò col nome di angolo diedro, z ciascun, degli 
angoli diedri uguali ACcB e A'C'c'B' ; onde le faccio 
AoòB e A'a'ò'B' si diranno fdccie opposte alF an- 
golo diedi0o £T, e te altre faceie adiaeenti: e indi- 
cherò col npme di fiiccie corrispondenti quelle, che 
occupano posizioni analoghe nei due prismi. 

Nei Spiani di ciascuna base ABC e abe , A B C' e 
a'b'c ' , ai conducana le {«olite ^oblique dell’ angolo z , 
che si .velano segoata ia figura; e per ciascuna cop- 
pia di esse opposte e parallele, si conducano dei 
piani, dhe si potrantio dire dell* angolo diedro ì: 'con- 
dotti per te costole Aa\ Bò, . . ., A' a', . . . sulle faccio 
opposte.; — chiamerò — 1° — .ciascuna delle figure 
ret^gole Cc/F,, Cc^'p, . . . , C'e'f'fx , ... interr 
cette relative alle faccie laterali BòcC , AocC , . . . , 
B'ò'c'p' , ; — 2“ — ciascuna delle Ggure rettan- 

gole AadD, BòeE, A'o'd'D', B'ò'e'B' segnanti rela- 
tivi alle faccie opposte agli angoli diedri z Aa6B , 
A'a'6'B' ; — 3° — infine sezioni dell’ angolo diedro 
z ciascuna delle figure rettùigole CedE, CccE, C'c'd'iy, 

C'c'e'E'X). ; 

n Per mezzo di quesU prismi [fiq. 19, 90} si potrà dimostrare 
direllamenle sulla /Ipura la verità di alcuni casi particolari del teo- 
rema generale del n° 46. 

Infatti sulle facete laterali d' uno del prismi , ABCaOc per es. , e 
sulle Intercctte e Mgmenli retativi a (}ueste facete . non che sulle se- 
zioni dell' angolo diedro z , si potranno costrurre dei parallelepipedi 
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N® 48* — Ripigliale le rdacioni del n* -7 , si mol- 
tiplichino tutti i termini di esse per H prodotto Aa . A'«' 
delle altezze dei due prismi, che si considerano: si 
avranno le relazioni numeriche seguenti : 

AB.Aa . A'B'.A'a' = AC.Aa . A'C'.A'a ' + 

BC.Ao . B'C'.A'a' ztL.Aa . l'.A'o', 
ow. itL'.A'a' . I.Afl; 

AC.Aa . A'C' .A'a'=AB.Ao . A'D' . A'a' 

= A'B'.AV . AD.Aa, 

BC.Aa . B'C. A'a' = AB.Aa . B'E'.A'o' 

= A'B'.A'a' . BE.Aa; 

CD.Ao . C'D .A'a'=AD.Ao . B'E'.A'a' 

= A'D'.A'o' . BE.Aa. 

Or ciascun dì questi prodotti di due fattori AB.Aa, 
A'B' . A'a' , ecc. esprime l’area della faccia rettangola , 
di cui tai fattori semplici AB e Ao, A'B' e A'a' , ecc. , 
od altri loro uguali, sono i Iati: dunque, sostituendo 
in luogo dei prodotti le faccie rettangole, che lor cor- 


reUi, dell« alessa altezza Aa, de' cjuaU fossero le basi i parallelo- 
grammi dell' angolo z , o A , o B , fatti sugli elementi omologhi e 
relativi dei triangoli ABC e A'B'C' (per il che concepire, non si 
ha che a supporre nel due piani indeflniti del triangoli ABC c abe, 
e attorno a questi triangoli, ripetute analogamente tutte le costru- 
zioni delle Ugure 9, io, il, li; unendo poi tutti i punti corrispon- 
denti da un piano all’altro, per delle rette, che risalteranno paral- 
lele alle costole Aa , B6 , Ce ) : onde si conchiuderà il teorema del 
no i6, pel caso particolare dell'angolo triedro £1 composto degli 
angoli piani 90^ , 90° e z , od A', o B ; essendo ora II = Aa. 
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rispondono , siffatte relazioni si cangeranno in que- 
st’ altre : 

AaòB . A'a'6'B' =AacC . A'a'c C +BftcC . B'6'c'C 
rt F . J', ovv. rt F . J (*); 

AacC . A'a'c'C' = Ao6B . A'c'd'D' = A'a'6'B' . Aac^D , 

B6cC . fe^'6'c'C'=Aa6B . B'6'e'E' = A'a'ò'B' . B6eE; 

CerfD. C'c'd'D' = AadD. B'ò'e'E' =k'a'd'H' . B6eE; 

le quali sì enuncieranno dicendo : in due prismi retti 
dell’ angolo diedro z , a basi triangolari simili , 
e di altezze qualunque, 

1° — Il prodotto delle faccie opposte agli angoli 
diedri z è uguale alla somma dei prodotti delle 
altre faccie corrispondenti , più o meno il prodotto 
di una qualsiasi delle tre faccie laterali di un 
prisma per la intercetta relativa alla faccia corri- 
spondente dell’ altro prisma; 

2® — Il prodotto delle faccie corrispondenti in- 
torno agli angoli diedri z è uguale a ciascun dei 
prodotti d’ una delle faccie opposte pel segmento 
adiacente relativo all’altra faccia opposta; 

3® — Il prodotto delle sezioni corrispondenti 
dell’angolo diedro z è uguale a ciascun dei pro- 
dotti dei segmenti non-corrispondenti relativi alle 
faccie opposte. 

(*) Indicando per F ed F' due qualunque delle faede laterali del 
prismi, e per J' ed J le interccUe relative alle faccie corrispon- 
denti. 
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IS° 49- — Non si saprebbe concepire in Geometria 
ii prodotto di due superficie 1’ una per l’altra, k> che 
supporrebbe quattro dimensioni : ma ogni incertezza 
disparirà, qualor si riguardino come semplici risultati 
numerici gli ottenuti ; intendendo per ciascuna faccia 
ih numero che ne esprime la superficie. 

Dal teorema generale stabilito si deduranno poi , 
come Corollarii, que’ risultati particolari, che han 
luogo pel caso di due prismi disuguali con z = 90”* 
come pel caso di due prismi uguali con z > ,o < , 
od = 90". Mi limiterò a riportare quelli corrispon- 
denti all’ ipotesi d’ un solo prisma retto dell’ angolo 
diedro z qualunque : essi sono , i seguenti : 

AaòB — AacC 4- BòcC liz F . J ; 

% 

AaeC = AoòB . AaclD , BficC = AaòB . BòeE ; 

% 

CerfD = AflfrfD . B6eE ; 

che si enunciano dicendo: in ogni prisma triango- 
lare retto dell' angolo diedro z , 

1° — La seeonda potenza della faccia opposta 
all' angolo diedro z è uguale alla somma delle 
seconde polenze delle due faceie adiacenti , più o 
meno il prodotto d’ una qualsiasi delle tre faceie 
laterali del prisma per V intercetta sua relativa ; 

2" — La seconda potenza di ciascuna faccia in- 
torno all’ angolo diedro z è uguale al prodotlo 
della faccia opposta pel segmento adiacente ad essa 
relativo ; 
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5" — La seconda potenza della sezione dell’ an- 
golo diedro z è uguale al prodotto dei due segmenti 
relativi alla faccia opposta. 

Questi due ultimi risultati si potrebbero altresì enun- 
ciare^ dicendo : 

Ciascuna faccia intorno all’ angolo diedro z è 
media proporzionale fra la faccia opposta c il 
segmento adiacente ; — e la sezione dell’ angolo 
diedro z media proporzionale fra i due segmenti. 

In un modo analogo si sarebbero potute enunciare 
, le tre ultime relazioni generali del n" precedente. 


o0> — Dai risultati ottenuti si può conchiudere 
un teorema sui parallelepipedi retti , a basi simili. 

Sieno ABCDEFGH, A'B'C'D'E'F'G'H' {fig. 21) due 
parallelepipedi retti , a basi simili A6CD e A'B'C'D' , 
e di altezze qualunque AE , ed A' E'. Per le costole 
opposte AE e CG , BF e DH , A'E' e C'G', B'F' e D'H' 
si conducano i piani diagonali ACGE, BDHF, A'C'G'E', 
B'D'H'F' : si avranno scomposti i due parallelepipedi 
in prismi retti , a basi triangolari simili ; a' quali si 
potranno applicare i teoremi precedenti. Perciò si a- 
vrà da prima, rapporto ai due prismi ACDEGH c 
A'C'D'E'G'H' , la relazione seguente 

ACGE . A'C'G'E' = ADHE . A'D'H'E' CDHG . C'D'H'G' 

4- CDHG . J' ; 

indicando per J' l’intercetta relativa alla faccia C'D'H'G'. 
Parimente si avrà , rispetto ai due altri prismi 

G 
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BCUFGH c B'C'D'F'G'll' , la sei^uente relazione 
BDHF . B-iyH P = BCGF . B'C'G'F' 4-CDHG . C'D'H'G' 

— CDHG.J'; 

avvertendo come 1’ intercetta relativa alla faccia 
C'D'H'G' riesce la stessa per ciascuno dei prismi , a 
cui appartiene. 

Sommando membro a membro silTaUé'vrelazìoni 
( invertendo 1’ ordine dei membri ) , si otterrà il ri- 
sultato 

ADHE . A'D'H'E' -f- CDHG . C'D'H'G' -f- BCGF . B'C'G'F' 
H- ABFE . A'B'F'E' = 

ACGE . A'C'G'E' -+- BDHF . B'D'H F' . 
che dimostra come 

La somma dei prodotti delle facete laterali cor- 
rispondenti è uguale alla somma dei prodotti 
delle corrispondenti sezioni diagonali. 

Questo risultato si potrebbe conchiuderc inoltre 
dalla relazione numerica , dimostrata nella Memoria 
precedente , 

AD . A D' H- CD . C'D' + BC . B'C' + AB . A'B' = 
AC . A'C' + BD . B'D' ; 

moltiplicandone tutti i termini per il prodotto AE . A'E' 
delle altezze dei due parallelepipedi. 

Pel caso deir uguaglianza di questi ultimi , si a- 
vrebbe il risultato 

ADHE *4- CDHG + BCGf V ABFE 

ACGe V BDHF - 
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ch<; si enuncia dicendo : 

In ogni paraUelepipedo retto , la somma delle 
seconde potenze delle faccie laterali ('• aguale alla 
somma delle seconde potenze delle due sezioni 
diagonali. 

iN" 51- — Un altro generale teorema prenderò a 
dimostrare sur tetraedri retti simili, analogo al pre- 
cedente sui prismi triangolari. 

Sia ABCS {fig. 22 , 23 ) un tetraedro retto , in cui 
cioè sia la costola CS perpendicolare alla faccia ABC, 
che può essere un triangolo qualunque dell’ angolo ^ 
in C. Chiamando base del tetraedro la faccia ABC , 
rapporto a cui la costola CS ne sarà 1’ altezza , distin- 
guerò col nome di faccie normali alla base , o sem- 
plicemente di faccie normali le due ACS e BCS; ed 
invece col nome di faccia obliqua alla base, o sem- 
plicemente di faccia obliqua la faccia ABS. Inoltre , 
se condotte nel piano della base ABC le solite oblique 
dell’ angolo z CD , CE , AF , BG , si facciano passare 
per le due prime tì) e CE e per 1’ altezza CS del tetra- 
edro i piani CDS e CES ; e si uniscano i punti F c G 
al punto S per le rette SF ed SG ; chiamerò — 1 “ — 
sezioni dell’ angolo z i due triangoli rettangoli ii- ' 
gitali CDS e CES ; — 2“ — segmenti retativi alla 
faccia obliqua i triangoli ADS e BES ; — ^3" — in- 
tereettc relative alle faccie al vertice i triangoli DES, 
CFS, CGS. 

Osservando poi che la base AB(; del tetraedro si è 
la proiezione della faccia obliqua ABS ; e parimenti! 
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che i triangoli ADC, BEC, DEC sono le proiezioni sul 
piano della base dei triangoli ÀDS, BES, DES ; — per- 
ciò distinguerò io i primi triangoli col nome di pro- 
jezioni sul pinna della base dei secondi. Rapporto 
alle altre faccie al vertice del tetraedro , ed alle inter- 
cctte relative , le loro projezioni sul piano della base 
essendo nulle, si terrà ciò non ostante conto di esse, 
per dare una maggiore generalità alle espressioni dei 
risultati, che si hanno a stabilire. , 

TEOREMA 

N” 52* — tetraedri retti simili, a basi 

dell’ angolo z, 

1° — Il prodotto delle faccie oblique è uguale . 
alla somma dei prodotti di tutte le altre faccie o- 
mologhe , più o meno la differenza fra il prodotto 
d’una delle faccie al vertice d’ un tetraedro per 
V intercetta relativa alla faccia omologa dell’ altro 
tetraedro, e il prodotto delle loro projezioni rispet- 
tive sui piani delle basi ; 

2“ — Il prodotto di due faccie normali omologhe 
è uguale alla differenza fra il prodotto d’ una fac- 
cia obliqua pel segmento adiacente relativo all’ al- 
tra, e il prodotto delle loro projezioni rispettive 
sui piani delle basi; 

3“ — Il prodotto delle sezioni omologhe dell’an- 
golo z è uguale alla differenza fra il prodotto di 
due segmenti non-corrispondenti relativi alle faccie 
oblique , e il prodotto delle loro projezioni rispet- 
tive sui piaìii. delle basi. 
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Siene ABCS e A'B'C'S' {fig. 22, 25) i due tetrae- 
dri retti simili , in cui cioè tutte le faccie sien simili , 
e similmente disposte. 

Per le altezze CS e C'S' si conducano perpendico- 
larmente ai lati AB e A'B' i piani SCH ed S'C'H' , che 
taglieranno i piani delle basi e delle faccie oblique 
lungo le rette CH ed SH, C'H' ed S'H' rispettiva- 
mente perpendicolari a’ detti lati AB, A'B' : in virtù 
della similitudine dei tetraedri , saranno evidentemente 
simili i triangoli rettangoli CHS e C'H'S' ; onde si avrà 
la relazione 

SH . S'H ^ CH . C'H 4 CS . C'S'. 

Moltiplicandone tutti i termini per il prodotto 
AB . A'B', si deduce da prima 

AB . SH . A B' . S H' ^ AB . CH . A B . C'H 

t -t-AB.A'B' . CS.C'S'. 

Ma, pei triangoli simili ABC e A'B'C' (ii" Y), 

.\B . A B == .\C . A'C' 4- BC . B'C L . I' , 

ovv. zt L' . I ; 

dunque, sostituendo nell’ ultimo termine dell’equa- 
zion precedente , si avrà 

AB. SH . A'B'.SH' = AB.CH . AB . C'H' 4 - 

AC. es . A'C. C'S' 4 -BC.es . B'C' . C'S' 

ztL.es . r.C'S', ovv. zt L' . C'S' . I . CS. 
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Oi'u ciascun di quieti prodotti di due fattori AB . SII, 
A B' .S U', ece. esprime il doppio dell’ area del trian- 
golo, di cui lai fattori semplici AB ed SH, A'B' ed S'H' 
sono le due normali dimensioni ; — dunque , divi- 
dendo per 2 . 2 tutti i termini , e sostituendo in luogo 
del prodotti AB . SH, - A'B' . S'H', ecc. i triangoli 
corrispondenti ABS, A'B'S', ecc. , — prendendo solo 
per L ed L' successivamente i lati AC , BC , A'C' « 
B'C' , — r ottenuta relazione si cangerà nelle quattro 
seguenti : 

ABS . A B S = ABC. A B'C + ACS . A'C S'H-BCS.B'C'S' 
zt ACS . C'G'S', ovv. rt BCS . C'F'S' , 
ovv. rt A'C'S' . CCS, ovv. rt B'C'S' . CFS. 
Inoltre, per la prima rclazion stabilita, essendo 
CS . C'S' == SH . S U' — CH . C'H' , 

prendendo L = AB , L' = A'B' , si avranno i 
prodotti 

AB.CS . DE'.CS’ = 

AB . D'E . CS . C'S' = AB . D E' (SH . S'H' — CH . C H ) == 
.\B.SH . D E' .S'H' — AB. CH . D E . di'; 

AB.CS . DE.CS = 

A B . DE . C S' . CS = A B . DE (S'H' . SH — C H . CH)= 
AB .SII . DE.SH — A'B .CH . DE.CH: 

dunque, sostituendo neirequazion generale qui sopra, 
e dividendo per 2 . 2 tutti i termini, si avranno le 
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due altre seguenti relazioni 

ABS . A'B'S'= ABC. ABC' -r ACS . A'C'S' -f- BCS . B'C'S' 
=t (ABS . D'E'S' — ABC . D'E'C ), 

ovv. ( A'B'S'. . DES — A B C' . DEC ). 

Rappresentando per F ed F' due qualunque delle 
faccie ai vertici dei tetraedri , per J' ed J le intercette 
relative alle faccie omologhe, e per f, f ,j,j' le ri- 
spettive loro projezioni sui piani delle basi, — in 
virtù delle osservazioni fatte sul line del n" , le 
due ultime relazioni ottenute e le quattro precedenti 
si potranno comprendere, nelle sole due generali se- 
guenti : 

t 

ABS. A'B'S' = ABC . AB C + ACS. A'C'S' -+ BCS. BCS' 
rt (F . J' — /-.y'), ovv. =t(F' . J— /•' .y); • 

che corrispondono aR' enunciato del punto !”(*). 

Dopo ciò, determinato nei tetraedri le sezioni 
deir angolo z CDS e CES, C'D'S' e C'E'S' ; e ricor- 


(*) Le relaziuni gpiierall scritte saranno le due ultime dimostrate, 
se F = ABS, ed F' = A’B'S'; per cuf risppttlramenlc J' = D'E'S' , 
/■= ABC, i' = D’E'C', Cd J = DES , r = A'B'C', j = DEC: saranno 
invece le quattro prime , se F ed F' rappresentino le faccie nor- 
lààS dei do» tetraedri ; ne’ quali casi f — o , j' =. o, f = o, ) = o. 

Frattanto queste quattro prime relazioni si potranno da sole o- 
nunciare dicendo: 

Il prodotto delle facete oblique è uguale alla somma dei prodotti 
di tutte le altre facete omologhe, più o meno il prodotto d'urta delle 
faccie normali d' un tetraedro per I intercetta relativa alla faccia o- 
mologa dell' altro tetraedro. 
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(lamio cli(‘ i prodotti (n" ")• 

AC . AG' = AB . A D' = AB . AD, 

BC . B'C’ = AB . B E' = A B . BE , 

CD . C'D' = AD . B E' = A D . BE , 

CS . C S' -= SH . S'H' — CH . C'H'; 

si avranno successivamente i risultati seguenti : 

AC . CS . A'C . C'S ^ 

AC . A'C' . CS . C'S' — AB . A'D' (SH . S'H — CH . C'H') = 
AB.SH . A'D'.SH — AB.CH . AD'. C'H' 

= A B . AD (S U' . SH — C H' . CH) = 
A B' . S'H . AD . SH — A B . C H . -AD . CH , 

/ < I • ; 

• BC . (S . B'C • C S' = 

BC . B C . CS . C'S' AB . B'E (SH . S'H' — CH . C'H ) = 
AB.SH . BE'. S'H — AB.CH . BE'. C'H' 

= A'B' .BE(S'H' .SH— CH'.CH) = 
A B . S'H' . BE . SH — A B' . C'H' . BE . CH ; 

da cui , dividendo per ,2 .2 tutti i termini, si conchiu- 
deri — 2° — 

ACS . A'C'S' = ABS . A'D'S' — ABC . A'D'C' 

= A'B'S' . ADS — A B C' . ADC, 

B(Ì5 . B'C'S' = ABS . B E'S' — ABC . B E'C' 

= A B S' . BES — A B C . BEC. 
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Parimente si avrà 

CD . CS . C D' . C'S' = 

CD . C'D' . CS . C'S' = AD . B'E' (SH . S'H' — CH . C'H')= 
AD . SH . B'E' . S'H' — AD . CH . B E' . C'H' 

=A'D'.BE(S'H'.SH — C'H'.CH)= 
AD'. S'H' . BE . SH — AD . C'H' . BE.CH; 

da cui analogamente si conchiuderà — 3® — 

CDS . C'D'S' = ADS . B'E'S' — ADC . B'E'C' 
A'D'S' . BES — A'D'C' . BEC. 

A sifTatti risultati si potrà aggiungere quest’ altro , 
che si deduce per la somma dei due precedenti , 

ACS . A'C'S' -h BCS . B'C'S' 

=ABS (A'D'S' -hB'E S') — ABC (A'D'C' + B'E'C') 
=A'B'S'(ADS 4- BES)— ABC' (ADC + BEC); 

quale si enuncierà dicendo : 

La somma dei prodotti delle faccie normali o- 
mologhe è uguale alla differenza fra il prodotto 
d’ una delle faccie oblique per la somma dei seg- 
menti relativi all’ altra , e il prodotto delle loro 
proiezioni rispettive sui piani delle basi. 

N° 53. — Scolio. — Si può dare ai risultati ottenuti 
un’altra forma, che giova conoscere. 

Siano A, B, a', è', quattro quantità in proporaione 

A : B : ; a' : 6' , 
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tali cioè che si abbia il prodotto kb' ~ B«' ; ne se- 
guirà il prodotto 

( A dt B) ( a' 6' ) = Ac' Bo' A6' — B6' 

= Ac'— Bà'; , 
ondo viceversa la differenea 

Ac' — B6' = (A zt B) (a' 6' ); ’ 

ovvero 

Ac' — B6' = (A rp B) (c' rt b' ). 

Or si è appunto nel caso di far applicazione di 
questo principio. 

Infatti, a cagione delle basi AB, AD comuni ai 
triangoli ABS e ABC, ADS e ADC, avendosi le pro- 
porzioni 

ABS ABC : ; SH : CH , ADS : ADC ; : SU : CH , 
si deduce che 

ABS : ABC : : ADS ; ADC. 

Ma , per la similitudine dei tetraedri , 

ADS : ADC : : A'D'S' : A'D'C' ; 
dunque si avrà 

ABS : ABC : : A'D'S' : A'D'C' ; 
e perciò , in virtù del principio avvertito , la differenza 

ABS . A'D'S' — ABC . A'D'C' = 

(ABS rt ABC) (A'D'S' -p A'D'C'). 
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Analogamente si trasformeranno in altrettanti pro- 
dotti tutte le differensse, nelle quali si sono espressi i 
prodotti delle faccie normali, e sezioni omologhe del- 
r angolo z ; onde si avranno i risultati 

ACS . A'C'S' =:(ABS ABC) (A'D'S' zp A'D'C' ) 

= (A'B'S'ztA'B'C')(ADSzpADC), • 

BCS . B'C'S' =(ABS =t= ABC) (B'E'S' zp B'E'C' ) 

= (A'B'S' ztA'B'C') (BESzpBEC); 

CDS .C D'S' =(ADS ziz ADC) (B'E S' zp B'E'C ) 

= (A'D'S' ziz A'D'C') (BES z;z BEC). 

Dividendo gli uni per gli altri, e sopprimendo i 
fattori comuni, si avranno i rapporti 

ACS . A G S' : BCS . B'C'S' 

: : A'D'S' A'D'C' : B'E'S' z;z B'E'C 
: : ADS zjz ADC : BES BEC ; 

ACS . A'C'S' : CDS . C'D'S' • 

: : A'B'S' z;: A'B'C' : B'E'S' zjz B'E'C' 

:: ABS zp ABC : BES zjz BEC (’), 

(') Per dedurre queste ultime proporzioni, all’ogg'etto di far ri- 
sultare I fattori comuni che si hanno a sopprimere , si son cambiati 
ad un tempo i segni :b e l'un nell'altro reciprocamente, nella 
seconda e nella prima espressione di ACS . A'C'S' ; ciò essendo 
lecito, in grazia della formula generale 

Ad' — B6' = ( A ± B) ( a' h: 6') =1 (A B) (d' ± 6'), 
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BCS . B'C'S' : CDS . C'D S' 

ABS zt ABC ; ADS ADC 
' : : A'B'S' zt A B C' : A'D'S' =t A'D'C'. 

Ma in ciascun tetraedro i triangoli determinati 
sulla faccia obliqua stando fra loro come le rispettive 
proiezioni (ciò che è facile a dimostrarsi), si ban le 
proporzioni 

A'D'S' : B'E'S' : : A'D'C' : B'E'C' , 

ADS : BES : : ADC : BEC , 


A'B'S' ; B'E'S' : : A B C' ; B'E'C', 
ABS ; BES : : ABC : BEC , 

ABS : ADS :: ABC ; ADC, 

A B S' : A'D'S' : : A'B'C' : A'D'C'; 


da cui rispettivamente si deducon quest’ altre 

A'D'S' A'D'C' : B'E'S' rp B'E'C' : : A D S' : B'E'S' 

: : A'D'C' : B'E'C' , 

ADS zp ADC : ecc. , 


A'B'S' zp A'B'C' : B'E'S' zp B'E'C' 


A'B'S' : B'E'S' 


A'B'C' : B'E'C' , 


ABS zp ABC : ecc. , 

ABS zt ABC : ADS zt ADC :: ABS : ADS 

;; ABC : ADC, 


A'B'S' zt A'B'C' : ecc.; 
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dunque, sostituendo questi rapporti, si avranno infìne 
le proporzioni seguenti : 

ACS . A'C'S' : BCS . B'C'S 
: : A'D'S' : B'E'S' : : A D C' : B E'C 
: : ADS : BES : : ADC : BEC ; 

ACS . A G S' : CDS . C'D S' 

: : A'B'S' : B E'S' : : A B C' : B'E'C 

: : ABS : BES : : ABC : BEC , 

BCS . B’C'S' : CDS . C D'S' 

:: ABS : ADS :: ABC : ADC 

: : A'B'S' : A'D'S' : : A B C' : À'D'C' ; 

che dimostrano come 

1" — / prodotti delle faccio normali omologhe 
stanno fra loro come in uno stesso tetraedro t seg- 
menti adiacenti relativi alla faccia obliqua , o come 
le proiezioni dei medesimi segmenti sul piano della 
base ; 

2" — I prodotti delle faccie normali omologhe 
stanno al prodotto delle sezioni omologhe del- 
V angolo z come la faccia obliqua d’ un tetrae- 
dro sta al segmento non-adiacente ad essa relativo, 
0 come le proiezioni loro rispettive sul piano della 
base. 

Per la stessa formula generale 

Ao' — BA' = (A zìi B) («' b') 
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quando A ; B : : o' : 6 ), sì avreW>ero pure le diffe- 
renze 

F.J'-^y'^(Fztr/•)(J'^ry'), 
F'.J-r.y = (F'±n(J:;ry); 

onde si potrebbero sostituire queste espressioni nelle 
formule generali del n.“ precedente. 

In simil modo si avrebbe la somma dei prodotti 
delle faccie normali omologhe ridotta alla forma di 
un prodotto 

ACS . A'C'S' + BCS . B'C S’ 

= ( ABS ABC) [(A'D'S' +B'E'S')^=(A'D'C' + B'E'C') ] 

= (A'B'S' zt A'B'C') [(ADS -hBES)ziz(ADC + BEC)]. 

> 

N” 54- — Corollario I. — Si suppongano i due te- 
traedri uguali fra loro : si avranno da prima ( n” ) 
i risultati seguenti: 

ÀBS’= ÀBc’-i- -+- (F . J — /■ . 7); 

ACs’= ABS . ADS — ABC . ADC, 

BCS = ABS . BES — ABC . BEC ; 

CDS’= ADS . BES — ADC . BEC ; 

che si enunciano dicendo : in ogni tetraedro retto , 
a base dell’ angolo z, 

1" — La seconda potenza della faccia, obliqua è 
uguale alla somma delle seconde potenze delle al- 
tre faccie, pivi o meno la differenza fra il prodotto 
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d’una delle faecie ai vertice per V intercetta rela- 
tiva, e il prodotto delle loro projezioni sul piano 
della base^; 

2” — Là seconda potenza di ciascuna faccia 
normale è tignale alla differenza fra il prodotto del- 
la faccia obliqua pel segmento relativo adiacente, e il 
prodotto delle loro projezioni sul piano della base; 

3“ — La seconda potenza delta sezione dell’ an- 
golo z è uguale alla differenza fra il prodotto dei 
due segpienti relativi alla faccia obliqua, e il pro- 
dotto delle loro projezioni sul piano della base. 

À tali risultati si unisce quest’ altro 

Xcs‘+ BCS = ABS (ADS + BES) — ABC (ADC 4 - BEC); 
che si esprime: 

La somma delle seconde potenze delle faccie nor- 
mali è uguale alla differenza fra il prodotto della 
faccia obliqua per la somma de' due segmenti re- 
lativi, e il prodotto delle rispettive projezioni sul 
piano della base. 

Inoltre si avranno (n" 53) i risultati precedenti 
trasformati come segue ; 

ACS’= (ABS ABC) (ADS r;= ADC), 

BCS’= (ABS ABC) (BES BEC); 

C^ ~ (ADS rt ADC) (BES zp BEC). 

n Pei caso delle faccie normali, l'ultima rmrtc enunciala si ri- 
durrebbe a questa : — più o meno il prodotto d’ una delle facete 
normali per I rnlnrrtta relativa ; — andando a zero fi, per 
f — n , ed 0. 
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Fai'iinente si avranno i rap|K>rli 

ACs’; BCS'; : ADS : BES : : ADC : BEC ; 

ACS’: (m : : ABS : BES : : ABC : BEC , 

' BCS’ : CDS’: : ABS ; ADS : : ABC : ADC ; 

che si enunciano dicendo: 

1" — Le seconde potenze delle faecie normali 
stanno fra loro come i segmenti adiacenti relativi 
alla faccia obliqua, o come le loro proiezioni sul 
piano della base; 

2” — La seconda potenza di ciascuna faccia 
normale sta alla seconda potenza della sezione 
dell’ angolo z come la faccia obliqua al segmento 
non-adiacente , o come le proiezioni rispettive sul 
piano della base. 

N" 5o- — Corollario li. — Sia retto ffìg. 24J l’an- 
golo z delle basi dei due tetraedri: per l’analogia che 
presenta ciascun d’essi (denominato tetraedro rettan- 
golare) col triangolo rettangolo, chiamerò ora, nel 
tetraedro ABCS per es., faccia ipotenusa l’ ABS oppo- 
sta all’angolo triedro C, e faccie catete le tre altre a- 
diacenti al medesimo angolo triedro C. Però convenendo 
di conservar il nome di base alla faccia ABC, chia- 
merò distintamente faccie calete , o faccie catete al 
vertice le due ACS e BCS. Inoltre per la riunione 
delle due oblique dell’ angolo z CD e CE {fig. 22 , 25) 
in una sola perpendicolare CD al lato AB {fig. 24), 
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riunendosi le due sezioni dell’ angolo 2: CDS e CES 
in una sola CDS perpendicolare ad AB, e perciò per- 
pendicolare alle faccie ABS cd ABC , — distinguerò 
ora questa sezione CDS col nome di sezione normale. 

Ciò posto, per i due tetraedri rettangolari simili 
della figura 24 , si hanno (n° 52 ) i risultati seguenti ; 

ABS . A'B'S’^ÀBC . ABC' + ACS . A'C'S' -i~ BCS . B C S' ; 

ACS . A'C'S' = ABS . A'D'S' — ABC . A D C 
= A'B'S' . ADS — A B C' . ADC, 

BCS . B'C'S' = ABS . B D S' — ABC . B'D'C 
== A B S' . BDS — A B C . BDC ; 

CDS . C D S' = ADS . B'D'S — ADC . B D'C 
= A'D'S' . BDS — A D'C . BDC; 

che si enunciano : in due tetraedri rettangolari si- 
mili , 

— Il prodotto delle faecie ipotenuse è uguale 
alla somma dei prodotti di tutte le faccie calete 0- 
mologhe ; 

2 “ — Il prodotto di due faceie calete omologhe 
Cai vertici dei tetraedri) è uguale alla differenza 
fra il prodotto d’ una delle faecie ipotenuse pel 
segmento adiacente de IP altra, e il prodotto delle 
loro proiezioni sui piani delle basi ; 

S" — Il prodotto delle sezioni normali è uguale 
alla differenza fra il prodotto di due segmenti non- 
cor rispondenti delle faccie ipotenuse, e il prodotto 
delle, toro proiezioni sui piani delle basi. 

1 
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inoltre di questi risultati si han (ii° 55) le espres- 
sioni 

ACS . A'C'S' = (ABS rt ABC) (A'D'I''V A'D'C') 

= (A'B'S' zt A'B'C') (ADS ADC), 

BCS . B'C'S' = (ABS zt ABC) (B'DS' qz B'iyC ) 

= (A'B'S’ zt A'B'C') (BDS zjz BDC); 

CDS . C'D'S' = (ADS zt ADC) (B'D'S' zp B'D'C ) 

= (A'D'S' liz A'D'C' ) ( BDS zfS BDC ). 

Parimente si hanno i rapporti , scritti in miglior 
ordine , 

ACS . A'C'S' : BCS . B'C'S' 

: : ADS : BDS : : ADC : BDC 
: ; A'D'S' : B'D'S' : ; A'D'C' : B'D'C' ; 

ACS . A'C'S' : CDS . C'D'S' 

; : ABS : BDS : ; ABC : BDC 

: : A'B'S' : B'D'S' : : A'B'C' : B'D'C' , 

BCS . B'C'S' : CDS . C'D'S' 

; : ABS : ADS : : ABC ; ADC 

; : A'B'S' ; A'D'S' : : A'B'C' : A'D'C'; 

che si esprimono dicendo : 

1" — I prodotti delle faccio calete omologhe stanno 
fra loro come nel medesimo tetraedro i segmenti 
adiacenti della faccia ipotenusa, o come le loro 
projezioni sul piano della base ; 
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2" — / prodotti delle faccie calete omologhe 
stanno al prodotto delle sezioni normali come in 
uno stesso tetraedro la faccia ipotenusa al segmento 
non-adiacente , o come le loro projezioni sul piano 
della base. 

N" o6- — Corollario HI. — Siano infine uguali i 
due tetraedri rettangolari : si avranno i risultati 

ABS’= ABC* H- ACS V BCs’; 

ACS = ABS . ADS — ABC . ADC , 

BCS’= ABS . BDS — ABC . BDC ; 

CDS’ — ADS . BDS — ADC . BDC; 

che si enunciano: in ogni tetraedro rettangolare , 

I® — La seconda potenza della faccia ipotenusa 
è uguale alla somma delle seconde potenze di tutte 
le faccie calete; 

2“ — La seconda potenza di ciascuna faccia cu- 
tela al vertice è uguale alla differenza fra il pro- 
dotto della faccia ipotenusa pel segmento adiacente, 
e il prodotto delle loro projezioni sul piano della 
base; 

3° — La seconda potenza della sezione normale 
è uguale alla differenza fra il prodotto dei due 
segmenti della faccia ipotenusa , e il prodotto delle 
loro projezioni sul piano della base. 
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Inoltre si avrnn del pari le espressioni * 

ACS’ = (ABS =!r ABC) (ADS ip AdC), 

B^’= (ABS ABC) (BDS :;= BDC); 

CDS’ = (ADS rii ADC) (BDS rp BDC) : 
eonie altresì i rapporti 

ÀCS’: B(E : ADS : BDS ; : ADC : BDC ; 

ACs’: CDs’; : .VBS : BDS ; : ABC ; BDC, 

Ics : CDs’ : : ABS : ADS : : ABC ; ADC ; 

/ 

che si esprimono dicendo: 

1“ — Le seconde potenze delle faccie calete al 
vertice stanno fra loro come i segmenti adiacenti 
della faccia ipotenusa, o come le toro proiezioni 
sul piano della base ; 

2" — Le seconde potenze delle faccie calete al 
vertice stanno alla seconda potenza della sezione 
normale come la faccia ipotenusa al segmento 
non-adiacente , o come le loro proiezioni sul piano 
della base. 

N° 57. — Dai risultati generali del n” 52 si deduce 
un teorema sui parallelepipedi retti simili. 

Sien questi ABCDEFGH, A'B'C'DET'G H' (A.9- 25). 
Condotte le diagonali nelle basi , si faccian passare 
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per esse e pei verlici II c G , U' e G' i piani ACH e 
BDG, A'C'H' e B'D'G' : si avranno determinati in figura 
quattro tetraedri retti, simili due a due, in ognun de’ 
quali la faecia obliqua alla base è un triangolo formato 
sulle diagonali di tre faccie di ciascun parallelepipedo . 
motivo per cui si distingueranno ora tali faccie obli- 
que col nome di sezioni diagonali oblique ( sottin- 
tendendosi alle basi dei parallelepipedi ). 

Nei due tetraedri retti simili ACDH ,"A'C'D'H' , e nei 
due altri BDCG, B'D'C'G' , si avranno (n" 52) le es- 
pressioni seguenti ; 

ACH . A'C'H' = ACD . A'C D -+- ADII . A D H 
-4- CDH . C'D'H -1- CDH . J , 

BDG . B'D G' = BDC . B'D'C -|- BCG . B'C G' 

-! DCG . D'C'G' ^ DCG . J ; 

osservando come le intercette relative alle faccie u- 
guali C'D'H' e D'C'G' sono uguali fra loro. 

Sommando membro a membro, e riducendo, si 
avrà 

ACH . A'C ir 4- BDG . B'D'G' = 

ACD . A'C'D' -I- ADII . A D II' + CDH . C D H + 
BDC . B'D'C -1- BCG . B'C'G' + DCG . D'C'G'. 

Raddoppiando ciascun fattore, mettendo in luogo 
di alcuna faccia la sua uguale opposta, c invertendo 
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r ordine dei membri e di alcuni termini , si avrà in- 
line il risultato 

ABCD . A B'C'D -4- ADHE . A D H E 
-h CDHG . C'D H'G' -h BCGF . B'C'G'F' 

H- ABFE . A'B'F'E' -+■ EFGH . E'F'G'H' 

2 AGII . 2 A'C'H' -H 2 BDG . 2 B'D'G' ; 

che si enuncia: 

In due parallelepipedi retti simili, la somma dei 
prodotti di tutte le faccie omologhe è uguale alla 
somma dei prodotti delle doppie sezioni diagonali 
oblique omologhe. 

Pel caso d’ un solo parallelepipedo retto , si avrebbe 
parimente 



ABCD -4- ADHÈ’ 4- CDHG 

+ BCGf’ -h ABFE + EFGH 

2ACH 4- 2BDg’; 

che si esprime dicendo: 

In ogni parallelepipedo retto, la somma delle se- 
conde potenze di tutte le sue faccie è uguale alla 
somma delle seconde potenze delle doppie sezioni 
diagonali oblique. 

58- — 1 risultati precedenti possono dar luogo 
a considerazioni diverse. 
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Si riprenda la relazione ( n“ 55 ) 

ABS . A'B'S' = ABC . ABC' -|- ACS . A'C'S' + BCS . B'C'S'; 


e si considerino separatamente i due triangoli simili 
ABS e A'B'S' {fig. 24), e i due sistemi di tre piani 
perpendicolari fra loro , che si tagliano ai punti C e C; 
rapporto ai quali i triangoli simili ABS e A'B'S' s(hio 
pure similmente disposti : — osservando come i trian- 
goli ABC, ASC, BSC, ed A'B'C' , A'S'C', B'S'C' sono 
rispettivamente le projezioni dei triangoli ABS e A'B'S' 
su detti piani, — una tal relazione (invertito l’ ordine 
dei membri ) si potrà enunciare come segue ; 

La somma dei prodotti delle projezioni omologhe 
di due triangoli simili, disposti similmente rapporto 
a due sistemi di tre piani perpendicolari , è uguale 
al prodotto dei triangoli simili medesimi. 

Siffatta proposizione può generalizzarsi inoltre a due 
Ogure simili qualunque. 

Sian queste F e f, che si suppongano similmente 
disposte rapporto a due sistemi di tre piani perpendi- 
colari; e siano T e f due triangoli simili in esse de- 
terminati, a cui saran proporzionali. Si rappresentino 
rispettivamente per F', F ", F'", f, f", f", T', T ", T", 
t', t", t'" le projezioni di queste figure Y, f,l,t sui 
tre piani di ciascun sistema dato: si avranno le due 
serie di rapporti 


P • p' •' P" • p'^' . . 'p . 

f:f'\ f" : f" :: t: t' : t" : t"' ("); 


(') Avvertendo che : una figura sta alla sua proiezione come una 
parie della medesima figura sta alla sua proiezione. 
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ila cui, mnlliplicaiuto per oriliue, si deduce • 
h'f : V'f : F'f" : F"f'" : :Tf : Tt' : T't" : 

0 quindi 

F/-; F'/’'+F'7"+F"Y'" :: Ti : T'i' H-T"i" 4-T'"i"'. 
Ma, per ciò che si è dimostrato, 

Tt’ 4- T"ì"H- = Ti; 
dunque si avrà il risultato 

F'/-' -I- F'f" -h F"f" = ¥f; 


che si esprime dicendo; 

La somma dei prodotti delle proiezioni omologhe 
di due figure simili, disposte similmente rapporto 
a due sistemi di tre piani perpendicolari , è uguale 
al prodotto delle stesse figure simili. 


N'’ 59- — Un tal risultato generale si può dimo- 
strare in altro modo, appoggiandosi sul principio se- 
guente; 

La proiezione di una figura piana su d’ un altro 
piano è uguale alla figura progettata moltiplicata 
pel coseno dell’ angolo d’inclinazione dei due piani: 
di cui darò in prima una dimostrazione assai semplice, 
nuova, a mio credere. 

Sia ABC {fig. 26) un triangolo, di cui si supponga 
un lato AB parallelo al piano di proiezione dato; con- 
ducendo a questo pel lato AB un piano parallelo 
ABD, lo si potrà ad esso sostituire; onde abbassando 
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da C su tal nuovo piano ÀBD la perpendicolare CD , 
unendo il piede D coi punti A c B, sarà il triangolo 
ABD la projezione del proposto ABC, che si ha a con- 
siderare. 

Per CD si conduca perpendicolarmente al lato AB 
il piano CDE, che taglierà i due ABC e ABD lungo 
le rette CE e DE perpendicolari ad AB; delle quali 
r angolo CED sarà 1’ angolo dei due piani , che indi- 
cherò per a : si avrà , a cagione della base AB co- 
mune ai due triangoli ABC e ABD, la proporzione 

ABC ; ABD : : CE : DE. 

Ma , nel triangolo rettangolo CDE , si ha 
CE : DE : : 1 : cos a ; 
dunque si avrà ancora 

ABC : ABD : : 1 ; cos a. ; 

da cui 

ABD = ABC cos a. 

Se il lato AB {fig. 27 ) non fosse parallelo al piano 
di projezione , si potrebbe questo caso far entrare nel 
primo, avvertendo che — la projezione d'una figura 
piana su d’ un altro piano riesce sempre la stessa, 
qualunque posizione si abbia nel proprio piano la 
figura , relativamente all’ intersezione comune dei 
due piani : — ma • si eonchiuderà ciò pure come 
segue. 

Pel (miito A si conduca nel piano del triangolo AB(] 
la retta 4D parallela al piami di projezione , e si pro- 
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lunghi CB lino al suo incontro in D: ne risulteranno 
due altri triangoli ACD , ABD , che entreranno nel 
caso considerato ; onde indicando per M , N le loro 
projezioni sul dato piano, e per P quella del trian- 
golo ABC , si avran le relazioni 

M = ACD cosa, N = ABD cosa; 
da cui si deduce la difFercnza 

M — N == ( ACD — ABD) cosa; 
ossia sempre 

P = ABC cos a . 

Ciò dimostrato per un triangolo , rimane pure di- 
mostrato per una figura qualunque ; potendosi essa 
scomporre in triangoli esattamente in numero finito 
se rettilinea, od almeno in numero infinito se curvi- 
linea. 

N" ()0- — Riprendiamo la questione primitiva : e 
siano sempre ¥ e f le due figure simili proposte ; 
F', F”, F'", ed f f", f" le loro projezioni sui piani 
di ciascun sistema : indichiamo per a, B, y gli angoli 
d' inclinazione che fa il piano di ciascuna figura F 
e f rispettivamente coi tre piani di ciascun sistema , 
a cui è riferita (i quali angoli saranno rispettivamente 
uguali, motivo per cui si rappresentano per le stesse 
lettere a, Q, y in ambedue i sistemi ) i si avranno ad 
un tempo le relazioni seguenti : 

F’ = F cos a , F" = F cos /S , F " = F cos y , 

f' — f cosce, f"==fcos0, f"'=?fcos,y, 
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da cui , tnoHiplicandu per ordine , e sommando i pro- 
dotti , si deduce 

f'f _|_ F'7" + F"/'" = ¥f (COS’ a + COS’ li + COS’ y). 

Ma , per un teorema noto (*), 

cos’ <»-|-C0S‘/84-CO8’y=l; 
dunque si conchiuderà il risultato 

F'/" '+ F'Y" -4- F"Y"' = F /■, 

Se fosse ¥ = f, allora si avrebbe la relazione 
F" _|_ F"’ -I- F'"’ = F’; 
che dimostra come 

La somma delle seconde potenze delle proiezioni 
d’ una figura piana sopra tre piani perpendicolari 
fra loro è uguale alla seconda potenza della figura, 
progettata : 

(") Questo teorema si dimostrerebbe con tutta facilità sulla figura, 
come fa Lacroix nella sua Geometria DetcriUiva: frattanto se ne 
avrebbe qui una prova Indiretta , procedendo come segue. 

Siano y gli angoli d* inclinazione del piano ABC (fig %6) 

coi tre piani ABD, ACD, BCD perpendicolari fra loro: si avranno 
le proiezioni 

ABD = ABC cos a, ACD = ABC cos , BCD = ABC cos y; 
onde si deduce la somma delle loro seconde potenze 

i < f ^ 

ABD + ACD + BCD = ABC ( cos* a + cos’/- + cos’y ). 

Ma , nel tetraedro rettangolare ABDC ( n« .56 1 , 

ABd'-»- ACD* + BCD*= ABC*; 
dunque si conchiuderà 

cos* a + cos’iti cos’ y = i. 
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risultato ben noto in Geometria; come pure è noto 
( però isolatamente , a mio credere ) quello espresso 
per la formula {ftg. 24, n® 56) 

ABC ’ + ÀCs’h- BCs’r= ÀBS 

sul tetraedro rettangolare , che ne è un caso parti- 
colare (V. Lacroix, Geometria Descrittiva). 

N" 61 • — Per lo stesso principio del n" 69. si po- 
trebbero ridurre ad una forma più semplice, e più e- 
legante tutte quelle relazioni sopra dimostrate nel 
n° 52, e successivi. * 

Rappresentando per a 1’ angolo CHS = C'H'S' 
(fig. 22, 23) d’inclinazione delle faccie oblique sulle 
basi dei tetraedri considerati , si han le espressioni 

ABC = ABS cosa, 

ADC =: ADS cos. a, BEC = BES cos 
A'B'C' = A'B'S' cosa, 

A'D'C ^ A'D'S' cos a , B'E'C' = B'E'S' cos a. 

Sostituendo queste in quelle (n" 52) dei prodotti 
delle faccie normali omologhe, c sezioni omologhe del- 
r angolo z , ricordando che 1 — cos’ « — sen’ a, si 
avran le seguenti ; 

ACS.A'C'S'= ABS. A'D'S' sen’ a = A'B'S'. ADS sen’ a, 
BCS . B'C'S' -= ABS . B'E'S' sen’ « = A'B'S' . BES sen’ « , 
CDS . C'D S' = ADS. B E S' sen’ a = A D S' . BES sen’ 
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dove tutto è messo sotto la forma di un prodotto in 
una maniera assai semplice. 

Così analogamente sì avrebbe il risultato 

ACS . A'C'S' H- BCS . B'C'S' 

= ABS (A'D'S' + B'E'S' ) sen’ a 
= A'B'S' ( ADS + BES ) sen’ 

Inoltre, se sì suppone che « valga a rappresentare 
r angolo d’ inclinazione d’ una qualsiasi faccia al ver- 
tice sulla base di ciascun tetraedro , avendosi le dif- 
ferenze 

F . J' — f.j' = F . J' — F C 08 a. . J' COS à 

= F. J'(l — cos’ct) = F. J'sen’ a, • 

F'.J — f' .j = F' .1 — F' cosa. JcOSa 

= F' .,1(1 — cos‘a) = F' .Jsen’ a; 

si conchiuderan del pari le formule generali se- 
guenti : 

ABS . A B S' = ABC . A B C' ACS . A'C'S' -|-BCS . B'C'S' 

ztF . J' sen’ a, ovv. ztF' . Jsen’ a. 

Se F ed F' fossero le faccio normali , allora essendo 
a = 90", si avrebbe sen a, e quindi sen’ a = 1 : per 
le faccio oblique, resterii la presenza di « nell’ equa- 
zione. 
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N° 62- — Tali risultati , pel caso d’ un solo tetra- 
edro retto, rinverebbero ai seguenti: 

ACS = ABS . ADS sen ’ « , 

BCS == ABS . BES sen’ 

CDS‘= ADS . BES sen’ a; 

A^‘h- BCS = ABS (ADS + BES) sen ’ a ; 
e parimente 

ABs‘= ÀBc’-l- ÀCS*H- BCs’rt F . J sen’ 

Inoltre si avrebbe distintamente , pel caso di due 
tetraedri rettangolari simili , il risultato 

ACS . A'C'S' -h BCS . B'C'S' = ABS . A'B'S' sen’ «; 

che diviene, per un solo tetraedro rettangolare, il se- 
guente 

ÀCS‘-1- BCS^= ABs’sen’ «. 


FINE DELLA NEHORIA 
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XOTA I. 


La dimostrazione esposta al n" 5 'del teorema ivi 
trattato mi sembrò la più elegante che mi venne fatto 
di trovare: vo’ riferirne in questa Nota alcune altre, 
e quelle segnatamente, che mi fecero strada alla me- 
desima. *• 

Messi i due rettangoli ABCD e A'B'C'D' come si vede 
sulla figura I, si conducano le rette DB' e CC'; pro- 
lungando i lati CD e C'B' fino al loro incontro in 
G: — la supposta t-elazione AB . AD = A'B' . A'D', 
ovvero CD, . B'G = DG . C'B' rinvenendo alla propor- 
zione 

CD : DG :: C'B' : BG, 

le rette condotte DB' e CC' saranno parallele, da che 
tagliano le rette ad angolo CG e C'G in parti propor- 
zionali; onde i quadrilateri B'ECD e B'C'FD saranno 
due parallelogrammi. > « 

8 


Digitized by Goog[e 





IH 

Perciò avendosi sulla /Iffuni i rettangoli. 

ABCD hB'ECI), A'B'C'D ^ DBC K; 
ed inoltre il parallelogrammo 

B ECO ^ DB (VE; 
si conehinderà il proposto 

ABCl) A'B'C'l) . — 

Conosciuto, in seguito di ciò, che la retta CC', pel 
modo in cui taglia DD' al punto F, era sulTìciente alla 
conclusione del risultato, — ne dedussi io la dimo- 
strazione del n” 5‘- — mentre ne avvertii le due altre 
seguenti, che vi si riducono. 

Preso DF = A'D', per cui D'F = AD, si conduca 
CF , prolungandola Ono all’ incontro di D'C' in X : si 
avrà, pei triangoli simili CDF ed FD'X, la proporzione 

DF : DC : ; D'F ; D'X. 

Ma la supposta relazione AB . AD = A'B' . A'D', 
ovvero DC . D'F = D'C . DF rinviene alla propor- 
zione 

DF : DC : : D'F . D C ; 

dunque si avrà D'X = D'C'; ossia che la retta CF pro- 
lungata passerà esattamente pel punto C' : donde sarà 
facile conchiudere ( n" 5 ) 

ABCD 4= A'B'C'D. — 

Determinato come sopra il punto F, si unisca ai 
punti C e C' per le rette CF e C'F : la relazione sup- 
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posta CD . D'F = C'D' . DF rinvenendo alla propor- 
zione 

CD : C'D' : : DF ; D'F, 

i triangoli rettangoli CDF e C'D'F saranno simili; per 
cui 1’ angolo CFD = C'FD', e cosi CFC' una sola li- 
nea retta: onde si conchiuderà il risultato (n” 5) 

ABCD A B C'D'. — 

Queste dimostrazioni mi sembrano però meno ele- 
ganti di quella del n" 5, dove la retta CC' è condotta 
d’ un solo tratto fra i punti C e C'. 

Un' altra dimostrazione analoga all’ ultima veduta si 
ha dalla costruzione della figura II, che si ottiene 
prolungando i Iati non adiacenti fino ai loro incontri 
in E ed F, quali si uniscano al punto A per le rett(^ 
AE ed AF. Poiché, dietro l’ipotesi fatta, avendosi la 
proporzione 

AB : A B' : : BF : B'E, 

saranno simili i triangoli rettangoli^ ABF ed AB'E; per 
cui l’angolo BAF = B'AE, e così FAE una sola linea 
retta: onde si avrà il risultato 

EFC — EAD — AFB -j- EFC' — EAB — AFD , 
ossia il rettangolo c 

ABCD A B C D . 
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NOTA II. 


I risultati geometrici accennati al n“ (} potrebbero 
ottenersi prescindendo dal principio riguardante la mi- 
sura del rettangolo; appoggiandosi invece sopra il se- 
guente teorema , che è un’ estensione di quello del 
11 “ 3 . 

TEOREMA 

La somma di più rettangoli sarà equivalente alla 
somma di più altri, se la. somma dei prodotti delle 
dimensioni dei primi sia uguale alla somma dei 
prodotti delle dimensioni dei seeondi. 

Siano R, R', R" ecc. i rettangoli della prima som- 
ma; r, r' , r" ecc, quelli della seconda; di cui si rap- 
presentino rispettivamente le dimensioni per R e H, 
R' e H', B" e H", ecc.; e per 6 e A, 6' e h', b" e A", 
ecc, : si avrà 1’ equivalenza 

R — }- R' — 1~ R^ -f- ecc. r — r' -1- r" — ccc. , 
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se si abbia la relazione numerica 
B.H+B. H'+ B" . H*' 4 -ec. =6 . A + 6'. . /i*' -i-ec. 

Si trovino i quarti termini di tutte le proporzioni 
B : B : : H' ; X', B : B" ; : U' ; X", ecc.; 

b : b' :: h' : x', b : ¥ \ : h“ : x" , ecc.: 

da cui seguono i prodotti 

B' . H' = B . X', B" . H" = B . X" , ecc. ; 

b'.h' = b.x', 6". A" = 6. x", ecc.; 

si avranno le somme 

B . H -h B' . H' 4 - B" . H" H- ec. = B (H -h X' H- X" + ec. ) ; 
6 . /t 4 - 6' . A' 4 - 6" . A" - 4 - ec. = 6 ( A -1- X ' -l-x '■ + ec. ) ; 
donde , per l’ ipotesi fatta , 

B X' 4 - X" 4 - ecc.) = 6 (A 4- X ' 4 - X " -1- ecc.).. .( « ). 

Sulle basi B e 6, e colle altezze X', X", ecc., x', 
x" , ecc., si costruiscano rispettivamente dei nuovi ret- 
tangoli R, ,• Rj , ecc. , r, , , ecc. : saranno questi 

( n° 5 ) rispettivamente equivalenti ai proposti R', R" , 
ecc., r' r", ecc.; onde le somme 

R 4 - R' 4 - R" + ecc. 4= R -|- R 4. R^ ecc. , 
r 4_ ?• ' ecc. 4= r 4 - r, 4 = »*, + ecc. 
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Addossati lutti i ixittangoli R , R, , R, ecc. per la 
l>asc comune B, la loro somma formerà un solo ret- 
tangolo 

S R + R, -f- R^ -|- ecc. , 

della stessa base B, e di un’ altezza 

A = H -h X' -h X" -+- ecc. 

Parimente addossati tutti i rettangoli r, i\ , i\ ecc. 
per la base comune b , la loro somma formerà un solo 
rettangolo 

s r -1- r, -4- r, ecc. , . 

della stessa base 6, e di un’altezza 

a = /t -h x' -f- x" H- ecc. : 

ma fra le dimensioni di questi rettangoli S ed « si ha, 
in virtù dell’ cquazion (a), la relazione 

B . A — /» . o; 
dunque sarà ( n° 5 ) 

S ^ s; 

ossia 

R -f- R, -4- Rj + ecc. ^ r r, -4- -f- ecc. ; 

e per conseguenza 

R R' -4- R" -4- ecc. 4 = r -4- r' -1- r" -4- ecc. — 

Questo teorema ci pone in diritto di tradurre in re- 
lazioni d’equivalenza fra dei rettangoli qualsivoglia 
espressione composta di soli termini a due dimensioni, 
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0 viceversa ;‘seiiz(i occuparsi punlu dellfl loro misura: 
cosi ad esempio dalle relaeioni numeriche riportate 
al n” 7 si passerà immediatamente alle relazioni d' e- 
quivalenza ivi stabilite; e viceversa a quelle da queste, 
dimostrate che siano direttamente sulla figura. 

Questo teorema inoltre contiene in un modo anche 
più luminoso il principio della misura del rettangolo: 
dappoiché la somma di più rettangoli non può equi- 
valere alla somma di più altri, se la somma delle 
rispettive misure dei primi non eguagli la somma delle 
rispettive misure dei secondi : onde farà d’ uopo , — 
aflìnchè tali due condizioni generali ( la ora detta e la 
dimostrata) si identifichino, — -che i prodotti delle due 
dimensioni di ciascun rettangolo valgano rispettiva- 
mente ad esprimere le misure dei medesimi per rap- 
porto ad una particolare unità di superficie a tutti 
comune , che si determinerà come al n“ 4. — 

Potendo esser qualunque i rettangoli considerati , 
supponiamo tutti uguali fra loro quelli della prima 
somma in numero n, e tutti uguali fra loro quelli 
della seconda somma in numero m\ si avrà, per la 
supposta relazione 

n . B . H = wi . b.lt, 

r equivalenza risultante ( che sarebbe assai facile a di- 
mostrarsi direttamente ) 

rt . R =t= m . r; 

da cui si deducono rispettivamente i rapporti 
B . Il m H m 

I) . h n ' r V ' 
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<! per coitseti;ueiaa . ; 

R _ B ■ 11 
r h . Il’ ' 

che rinviene alla proporzione ■ ' 

R : r : : fi . H : 6 . /t : 

donde si conchiude, per m ed u inlieri, ossia pei 
rapporti commensurabili , che 

Due reltaiigoli stanno fra. loro come i prodotti, 
delle loro dimensioni; 

ciò che però farà d’ uopO; generalizzare al caso dei rap- 
porti qualunque, onde possa., essere ammesso in 
Geometria. , 

Sarebbe la ora indicata una nuova tnaniera per sta- 
bilire la teoria dei rapporti delle ligure: ma non avreb- 
be forse alcun .vantaggio su quella data dagli autori , 
non evitandosi di considerare il caso degli incommen- 
surabili; quale invece mi sembra die si giunga ad 
evitare col ragionamento fatto al n" 4 . Giudico qui a 
proposito di ritornare alquanto sopra tale questione, 
onde prevenire un’ objczionc , che forse potrebbesi fare 
allo stesso ragionamento. 

La sostanza di esso consiste nei tre punti Seguenti : 
1" — Che essendo R ed R' due rettangoli, ed U una 
qualunque Unità di superficie, — afllndiè abbia luogo 
r equivalenza 

R =N R', 

è necessaria la condizione numerica generale 

• £_ir 

u^iT’ 
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e che questa condizione deve esser unica di suo ge* 
nere (n” 2); 

2° — Che per lo stesso oggetto dimostrandosi essere 
necessaria la condizione numerica 


B . H = B . H'; 


questa deve adunque identifìearsi colla precedente , 
per un valore particolare di U , o dell’ unità di super- 
ficie; cioè che, potendo U in generale avere un valore 
qualunque arbitrario, deve fra questi esisterne uno 
particolare , chè si abbia l’ ultima eguaglianza stabilita 
identica colla precedente; — dovendo il suo signifi- 
cato esser quello di esprimere ( n” 2 ) 1’ uguaglianza 
dei rapporti dei due rettangoli con una particolare 
unità di superficie: — onde indicando per u siffatta 
particolare unità di superficie (che si ha a determi- 
nare di forma, rimanendo di valore espressa per 1 
nel calcolo delle aree, dal momento che si adotta per 
unità di misura), si dovrà avere rispettivamente 

B . H = - , B . H = - ; 
u u 

3° — Che rapportando alla stessa particolare unità di 
superficie u altri rettangoli qualunque R", R'", ecc,, 
si avranno analogamente i prodotti B".H", B"'.ir", 

.. . . R " R"' 

ecc. rispettivamente uguali ai rapporti — , — ecc.: — 


c che perciò , essendo q il quadrato fatto sull’ uni- 
tà lineare , si avrà il rapporto ^ ' X 1 = 1 ; 
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donde si dedace q — u , od anche più in generale 
9 =t= u : per cui si potrà sostituire q ( pienamente co- 
gnito) ad li; 0 conchiudere cosi, come al n° 4, 
r espressione della misura del rettangolo relativa al 
quadrato fatto sull’ unità lineare. 

Or al 3'^ punto di questo ragionamento dubito si 
possa fare un’ objezitme , che bramo di prevenire. 

Si concedono i primi due punti riguardo ai due ret- 
tangoli R ed R'. Siano due altri rettangoli qualunque 
r ed r' : rapporto a questi si potranno ripetere ana- 
logamente gli stessi ragionamenti , che si son fatti rap- 
porto ai primi : ma giunti al punto di distinguere dal- 
r unità generale U 1’ unità particolare , — secondo la 
quale debbono identificarsi le due equazioni 


r 

Ù 


r' 

IT’ 


b . h = b' . h', 


giacche tale deve essere il significato della seconda, 
che la costituisce un caso particolare della prima, — 
si può forse objettare che siffatta unità particolare sia, 
pel nuovo sistema dei due rettangoli »• ed r', diversa 
da quella che si era pel primo sistema dei due ret- 
tangoli R ed R'; — che fosse per es. v nel nuovo caso, 
mentre era u nel primo: — onde la conclusione fatta 
al punto 3" non sarebbe più lecita, e non si verrebbe 
quindi più a capo di determinare un’ unità sola par- 
ticolare di superficie , — il quadrato fatto sull’ unità 
lineare. Questa si è 1’ objezionc che ho creduto dover 
prevenire, sul valor della quale non saprei bene io 
stesso giudicare; quantunque più inclini a non dover- 
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Ile fare (^c a farne raoito conto; ma nei caso cIh* si 
giudicasse di qualche valore, vi si supplirà allora ge- 
neralizzando la questione t^me si è fatto al principio 
di questa INota, e ragionando in seguito come sopra 
si è indicato, c come qui ripeto in modo analogo al 
pi'oeedente. 

Perchè ablua luogo l’ equivalenza 


Il 4- 11' -h R*' H- ecc. 4 = r -h r' 4- r" 4- ccc. , 
è necessario si verifichi la condizione numerica ge 
neralc 


R R' , R'' 

— 4 4 ^ “ — 

u u u 



r' 

F 



4- ccc. ; 


per lo stesso oggetto, si è dimostrato che è necessaria 
la condizione numerica 

B , H 4- B' . n' 4 -B" . H" 4 - ec. = 6 „ h+h'. h'-^b" . h" ec. : 
d’altronde la condizione numerica generale deve esser 
una sola , — quella dell’ uguaglianza delle due somme 
di misure dei rettangoli, che si considerano : dunque 
tale deve esser il significato di quest’ ultima, che la 
costituisce un caso particolare della precedente; per 
modo che si identificherà colla stessa sotto un valore 
particolare dell’ unità di superficie U. Sia u questo 

valor particolare , secondo cui si abbia pertanto — = 


B.n, iL=,B'.ir, ~=B'.H", ecc.; — = h.h, 
u u u 

r' v" 

— =h'.h' — ecc.: si supponga che un 

n u 
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qualunque di questi rettangoli, r" per es. sin il qua- 
drato fatto sull’unità lineare, cioè che si abbia b” — k" 

r" Q 

= 1 , c così r"= q : si avrà qui — =—=1x1 

u u 

= 1; per cui q = u, ossia u = q: donde si con- 
cliiude ; 

La misura di un rettangolo è uguale al prodotto 
delle sue dimensioni; essendo V unità di superfìcie 
uguale al quadrato fatto sull’ unità lineare. 

Air oggetto di evitare T objezione innanzi avvertila, 
non sarebbe necessario generalizzare il teorema fon- 
damentale del n‘* 5 fino al punto a cui si è genera- 
lizzalo al principio di questa Nota: basterebbe solo, 
ed anzi sarebbe più conveniente di ridurre la cosa 
a soli tre rettangoli R, R', R", legati fra loro per 
r equivalenza 

R =1= R' + R". 

Del resto io tutte queste riflessioni le ho volute 
qui esporre dislesamente, all’ oggetto di invitar altri 
di me più ingegnosi, e più avanzati in questi studi!, 
ad occuparsi più seriamente del soggetto di siffatta 
questione, se la giudicheranno meritevole di qual- 
che attenzione : nella speranza in cui sono, che se ne 
possa pure un giorno dedurre un pronto e facile 
passaggio dalla teoria dei rapporti delle linee alla teo- 
ria dei rapporti delle figure , senz’ altra considerazione 
degli incommensurabili ; — se a me ciò non è riu- 
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scilo (li face felicemeiUe, come io stesso ne dubito: 
per lo cite avrei assai cari i coiisiglìi dei Geometri In 
(juesta materia tanto delicata quali spero benigni 
verso di me in un esito contrario ; avuto riguardo 
alla mia nulla pretesa, con cui ho amato di esporre 
semplicemente le mie idee. 
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NOTA III. 




Quantunque la dimostrazione data nel n” 9 del 
teorema ivi trattato sia la più cooveniente, perchè 
la disposizione delle figure ci porge il mezzo di 
costrurre con facilità tutti i rettangoli, e ci pone 
in grado di rilevare immediatamente le relazioni di 
equivalenza che si vogliono dimostrare ; ne ho rin- 
venuto però alcune altre che dal lato della semplicità 
non la cedono a veruna; le quali vo’ qui far cono- 
scere successivamente. 

ALTRA DIMOSTRAZIONE DEL. TEOREMA DEL N'* 0. 

Messi i due triangoli rettangoli equiangoli ABC e 
A'B'C' come si vede sulla figura 111, — per cui ri- 
sulta l’angolo ABB' = 90" (n" 9)> e il lato B'C' pa- 
rallelo ad AC, si conducano le rette AC', AB', e CB'; 
sarà, perle parallele AC e B'C', il triangolo AC'B' 
CC'B'; onde il triangolo rettangolo 

ABB' -t- ABC' -h BC'B' -|- AC B' =*r ABC -h BC B 4- CC'B , 
ossia 

ABB -t- ABC' BCB . 
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Ma . per mi noto prìneipio , 


ABIV -i- r ( AB , A'B' ) , ABC’ -4- AC , A'C' ) , 
BCB' .t- ^ ? (BC , B'C ); 
dunque, sostituendo si cunclnuderà il risultato 


* r (AB , A'B ) ^ r (AC , A'C') + r (BC , B'C' ). 

Aiibassate sulle ipotenuse le perpendicolari CD e 
C'D', si conducano le rette DB' e AD': si avrà il 
triangolo 

ABC' T V (AC , A'C') -^—r (AB , A'D'). 

Inoltre , per i triangoli CDB - 4 = CDB' , ed ACC' =♦= 
ACB', si ha il risultato 

CDB H- ACD — ACC -1= CDB' + ACD — ACB , 
ossia il triangolo 

ABC' =4= ADB' -fc T >' ( Al) , A B ); 


dunque* ' 

f (AC , A'C') ^ r (AB , A'D') =N r (A'B' , AD). 

. I 

Parimente avendoci il triangolo 
BCB' =1= -r r (BC , B C') =1= 4 r (BD , A B ); — 
per CC'B' AC'B', e BC'D' =t= AC'D', sì è lo stesso 
BCB' ^ AB'D' =^= .f r (AB , B'D')j 

onde 

r (BC , B'C ) r (AB.^ B'D' ) r (A B' , BD). 


Digitized by Googte 


12 » 


Condotti' le rette Ciy , UH , e DC' , si haja somma 
dei triangoli 

CC'iy -h DC’D' =»= CC'D 4- BC D' -i= CBD ; 


che rìnTiciie all’ ^uivalenzo 

-L r ( C'D' , CP)=t= ^ r (BP, A'D' ). 

Ma essendo CBD' =1= DBD' =t= DBG' , — pel risultato 
già ottenuto di ABC' ADB' , si è 

DBC' ^ ABC — ADC' ~i= ADB' — ADt 

4= ^ r(AD,B'D')...0; 

dunque iniìne 

r( CD , C'D ) =^= r ( Ad . B'D') =t= r ( A D , BD). 

ALTRA DIMOSTRAZIONE DELLO STESSO TEOREMA. 

Si mettano i triangoli ABC e A'B'C' l’ un sopra 
l’altro nel modo indicalo dalia figura IV rie ipotennse 
AB e A'B' si taglieranno perpendicolarmente al punto 
D', risultando il triangolo A'BD' equiangolo all’ ABC; 
ed i lati AC e B'D' saranno paralleli, come ambedue 
perpendicolari a BC. 


(V PoURiè la (UfTeretiea dei due triangoli ADB' e ADU', che lian la 
base comune AD, sarà un altro triangolo della slessa base AD, c 
di un' aliena B'D' difTerenza delle due A'B' e A'D' ; il quale trian- 
golo poi è » r ( AD, B'D'). 
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Si conducano le rette AA' ed ■ AB' : si avranno le 
seguenti equivalenze 

ABA' = 1 = (AB , A'ir) =♦= -L r ( AC , A*C'), 

ABB' #= -L r (AB , B D') =4= -i- r (BC , B'C' ); 

da cui , somniaiido membro a membro , e raddop- 
piando, si deduce il risultato ' 

r (AB , A'B') 4= r (AC , A'C') r (BC, B'C'): 

mentre si ha ad. un tempo , . . . 

r(AC,A'C')=t=r(AB,A'D), r(BC,B'C)=Nr(AB,B'D): 

poiché C'D' risulta la perpendicolare all’ ipotenusa nel 
triangolo A'B'C'. • > 

Si supponga cangiato il triangolo A'B'C' nell’ ABC, 
e viceversa questo in quello : — ciò che si fa sem- 
plicemente tramutando gli accenti da una lettera al- 
r altra sua corrispondente : — si avranno pure i ri- 
sultati 

* * 

r(A'C',AC)=t=r(A'B', AD), . .r(B'C',BC)t4=r(A'B',BD); 
donde si conchiuderà ’ ' ' 

r (AC , A'C') =4= r (.AB , A'D') =t= r (A'B', , AD), 
r (BC , B'C ) =t= r (AB , B'D' ) r (A'B' , BD)„- . 

Abbassata CD perpendicolare sopra AB, si condu- 
cano nel trapezio CDD'A' le diagonali CD' e DA' ; si 
avrà, per CA'D' =4=DA'D', il triangolo 

CD'C' =4= DA'B; 
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che rin viene all’ equivalenza 

-L r(CD,C'D)=t=4-r(DB,A'D): 

I • ■ 

tramutando gli accenti, si avrà analogamente 
4- r(C'D',CD) 4- r(D'B',AD); 
dunque si conchiuderà , duplicando , 

» (CD ,C'D')=4= r(AD,B'D;=t= r(AÌ)',BD). 

ALTRA DIMOSTR.\ZIO;<E UELLO STESSO TEOREMA. 

i: prolunganaentiidei lati BA e BC {Jig. V) si 
disponga il triangolo A'B'C' in modo, che il lato A'C' 
essendo sulla direziohe BC, il plinto B' si trovi sulla 
direzione BA : sarà A'B' perpendicolare alla direzione 
BA, pel triangolo A'B'B, che risulta equiangolo ai 
proposti ; ed i lati AC e B'C' saranno paralleli , come 
perpendicolari alla retta BA'i 

Si conducano le rette AA', AC', e B'C: pel trian- 
golo C'AC =p! B'AC, sarà il triangolo 

A' AB =1= A'AC' -l- C'AC -h ACB 4= A' AC' -|- B'AC H- ACB, 
ossia 

'A'AB 4= A'AC' A- B'CB; 

onde, duplicando, si avrà l’equivalenza' 

( 

»• (AB , A'B') 4 = r( AC , A'C’ ) H- r (BC , B'C' ). 
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Abbassata sopra AB la perpendicolare CD, si unisca 
A'D : per C'AC =♦= B'AC , essendo il quadrilatero 

C'ADC =1= B'DC =1= A'DC , 
sarà il triangolo 

A'AC' =1= A'ADC — C'ADC =1= A'ADC — A'DC =t= A' AD ; 
onde r equivalenza 

r(AC,A'C')=t=r(AD,A'B'); 
come , tramutando gli accenti , si avrà analogamente 
r ( AC , A'C' ) =1= r (AB , A'D' ). 

Parimente, per B'CD A' CD, essendo il triangolo 

BCB=|=A'DB; 
si avrà , duplicando , 

r(BC,B'C')=l=r(BD, AB); 
e, tramutando gli accenti-, 

r(BC,B'C')=+=r(AB,B'P), 

Inflne, trasportando all’angolo B il triangolo A'C'D', 
si conchiuderà , coinè sulla figura IV nella dimostra- 
zione precedente, il risultato 

r(CD,C'D')=4=r(BD, AD); 

e, tramutando gli accenti, 

r (CD , C'D ) =♦= r (AD , B'D .). 
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In quest’ ultima dimostrazione , disposti i triangoli 
A'B'C' e ABC nel modo indicato, — per la prima delle 
equivalenze in questione, si condussero in figura, 
oltre la retta principale AA', le diagonali AG’ e GB' nel 
trapezio ACC'B'; queste non sarebbero necessarie per 
la sola dimostrazione di detta prima equivalenza , per- 
venendosi allo stesso risultato mediante 1’ unica retta 
AA'. 

Infatti avendosi il triangolo 

ABA' += ACA' -h ABC; 

ed essendo 

I 

ABC B BC — B'ACC'; 

ne segue 

ABA' =1= ACA' -4- B BC' — B'ACC . 

Mettendo in luogo di ciascun triangolo o trapezio la 
metà del rettangolo fatto sulle sue dimensioni , si ha 
r equivalenza 

4- r(AB,A'B')=t= 4 r(AC,A'C'-|-CC')-|- 
4 r ( BC + CC', B'C' ) — 4 »• ( AC + B'C', CC' ), 


che, raddoppiando d’ambe le parti, e svilluppando, si 
trasfonna in questa 

r (AB , A'B') r (AC , A'C') -hr{kC, CC') + r (BC , B'C) 

4- r(CC',B'C) — r(AC,CC') — r (B'C',CC); 
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tiuiule, ridiicendo, si conchiudu il risultalo 

r { AB , A'B' ) r ( AC , A'C' ) + r ( BC', B C' ). 

In lin niò^o analogo, per l’equivalenza che si ha 
sulla figura 

. CDBt4= CDD'A' AD B. 

si perverrebbe al risultato 

r ( CD , C'D' ) =»= r (A'D',BD); 

senza condurre le diagonali CD' e DA' nel trapezio 
CDD'A'. 


Digitized by Google 



# 


' ♦ 

i / « IT. 

NOTA IV. 

^ ^ • I 


Mi propongo in questa Nota di estendere al teorema 
del n" <4 alcune frd le costruzioni eseguite nella Nota 
precedente. .. • . 


ALTRA DljMOSTRAZIONE DEL TEOREMA DEL | 4 - 
/ 

Messi i due triangoli rettangoli equiangoli ABC e 
A'B'C' come si vede sulla figura VI, — per cui risulta 
il lato A'B parallelo ad AC, e l’angolo CBB' = A; — 
si conducano le rette AB' , CB' , e CA' . 

Pel triangolo AA'B' =t= CA'B', si avrà il triangolo 

ABB' ^ CA'BB' =t= CA'C' + CBB' : 

donde , in virtù del principio, che ogni triangolo è • 
la metà del parallelogrammo d' un angolo A, della 
stessa base , e della stessa obliqua dell’ angolo A 
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( V. noia , pag. 58) , — essendo i triangoli ABB' =4= 
f p^(AB , A B' ), CA'C' i AC , A'C ), e CBB' 

^ p^(BC,B'C'), — • si conchiuderà il risultato 

p^ AB , A'B' ) p^ AC , A'C' ) -f- p^ BC , B'C' ). 

Abbassata CD perpendicolare sopra AB, come già 
. C'D' risulta la perpendicolare sopra A'B', si conducano 
le rette DB' e AD'. Si avrà, per CA'D' 4= AA'D', il 
triangolo 

CA'C' =♦= ABD' =4= -i- p f AB , A D' ) : 

A 

inoltre, per CDB =♦= CDB', ed ACA' c|= ACB',. si ha 
CDB H- ACD — ACA' =4= CDB' + ACD — ACB', 
ossia il triangolo 

CA'C =t= ADB =4= ^ p (AD,A'B ); 

A 

dunque si conchiuderà 

p^( AC , A'C' ) =4= p^( AB , A'D' ) =4= p^( A'B', AD ). 

Parimente essendo il triangolo 

CBB =1= DBB' =t= T pXA'B',BD); 

A 

\ e, per CD'B' =♦= AIPB', essendo il medesimo 4 

CBB' AD B' + BD B ^ p ( AB , B'D ); 

A 
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p ( BC , B'C ) =1= p . ( AB , B'D' ) =N p . ( A'B', BD ). ‘ 

A A A ^ 

Conducendo DD', si avrà (per V angolo DCB = A) 
il triangolo . ^ 

DBD' =t= ^ p ( CD , C'iy ) =t= -i- p ( BD , A D' ) : 

A A 

inoltre, per ABD' CA'C' =♦= ADB' (come già si è 
veduto), il medesimo triangolo 

DBD'=t= ABD— ADD'4= ADB'— ADD'= ^ p ^(AD.B'D ); 

A 

dunque si conchiuderà il risultato 

p . (CD , C'D' ) =1= p( AD , B'D' )=i=pA A D , BD ). 

A A A 


ALTRA MliOSrRAZIONE IHiLLO STESSO TEOREMA. 

Messo il triangolo A'B'C' come si vede sulla figura 
VII, cioè in modo, che il lato A'C' sia sulla direzione 
BA ad un tempo che il punto B' sulla direzione BC, — 
per cui risulta A'B' parallela ad AC, e l’angolo C'B'B 
= A, — sì conducano le rette AB', CA', CC'. 

Pel triangolo B'AC 4= A' AC , si avrà il triangolo 

B'AB 4= A BC 4= A'C'C + C BC; 
che rinviene all’ equivalenza 
p^( AB , A B ) 4= AC , A C' ) + p^ ( BC , B C ì. 
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Abbassala CD pcrpeiulicolarc sopra AB, «>d unito 
U'D per A' AC =1= B'AC, o C'DC 4= B'1>G — essendo 

A' AC H- ADC — C'DC 4= B AC + ADC — B'DC, 

^ 4Bsia il triangolo 

A'CC4=B'AD; 

' ■ • I ' 

si avrà 

p (AI),A'B'); • 

•' , . ■ A 

0 analog^inente, Iriuuutando gli acconti, .. 

/>AAC,A'C')4=/>AAB,A'D’ ). 

A A 

. X 

Parimente, per C'DC 4= B'DC, essendo il triangolo 
C'BC'4= B'DB; 

si avrà 

/>^(BC,B'C')=^p^(BD,Afl ); 

e, tramutando gli accenti, ' ' * • • 

p rBC,B'C')4=/»AAB,BD ). 

A A *- 

Infine trasportando il triangolo A'C'D' sul triangolo 
BCD, e condotta DD', si condì i uderà , come sulla fi- 
gwa VI nella dimostrazion precedente , il risultato 

P^(CD,C'D')4=P^(BD, AD'); 

e, tramutando gli accenti, 

■ (CD,C'D ì4=P,(AD,BD'ì! 

A A 
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K 


t 



Dalla misura generale del paraUelograiiMuo , stabilita 
nel n*’ |g, segue, come corollario, che 
Due parallelogrammi equiangoli tlamw fra loro 
come i prodotti dei loro lati adiacenli: 

Veggasi eoiue, per un metodo analogo a quello 
dei n" 18 , si possa ciò conchiudere dalla proposizione, 
che 

Jhie parallelogrammi qualunque stanno fra loro 
come i prodotti dello loro basi per le altezze. 

Siene P e P' due parallelograraini equiangoli,' di cui 
siano rispettivamente A e B , À' e B' i lati adiaeeati, 
ed H, M' le altezze perpendicolari alle basi B c B' : si 
avrà la proporzione 
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Ma , per gli angoli uguali dei parallelograiniui , 

H : H' : : A : A' ; 

da cui 

B.H : B-ir :: A.B : A'.B'; 
dunque , sostituendo , si 

P : P' :: A.B : A'.B'; 
e quindi , se A — A', 

P : P' : : B : B ' ; 

e , se B = B', 

P : P' : : A : A'- 

TuUi questi risultati si possono dimostrar diretta- 
mente, nella stessa maniera che si.diraostritn gli ana- 
loghi in Geometria pel caso dei rettangoli; ed allora 
stabilitone il teorema generale sopra enunciato; e sta- 
bilite parimente, come al n“ le misure generali 
delle figure; — di non picciol rilievo sarebbero i van- 
taggi da ciò provenienti ; particolarmente , se attenen- 
dosi air ordine di Lbosndre, si premettesse la teoria dei 
rapporti delle figure a quella delle linee. 

infatti deducendosi , come corollario , dal teorema 
anzidetto, che 

Due triangoli aventi un angolo uguale, od an- 
che supplementare, stanno fra loro come i prodotti 
dei lati che comprendono Vangalo uguale, o sup- 
plementare; 
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f»cilisd(aiaineiìtn si '«può (U)iH3tiifider da eie il tcoretna 
fondamentale della teoria dei triangoli simili: 

Due trianfjoii equiangoli hanno i lati omologhi 
proporzionali, e sono simili. 

Siano essi ABC e A'B'C' (/%. Vili); per T angolo 
k — h',ei ha la proporzione 

ABC : ABC' :: AB. AC : A'B'.A'C'. 

Per l’ angolo B B', si ha parimente la propor- 
zione 

ABC : ABC' :: AB.BC A'B'.B'C': 
donde, pel rapporto comune ABC ; A'B'C', si deduce 
AB. AC : A'B.A’C' :: AB.BC : A'B'.B'C'; 
e,, s<ippres8Ì i fattori .comuni, 

AC : A'C' BC : B'C'. 

Inoltre, pel terzo angolo C = C', avendosi la pro- 
poraionc 

ABC : A'B'C' :: AC.BC : A'C . B'C'; 

questa combinata con ciascuna delle precedenti , si de- 
durranno in un modo analogo le seguenti . 

AB : A B' : ; BC : B'C' , AB : A B' : : AC : A'C'. 

[ Se con r angolo A = A', fosse invece 1’ angolo B 
— 180“ » B', si avrebbe ugualmente fra i lati oppo- 

sti la proporzione AC : A'C' : : BC : B'C' ]■ 

Vo' qui riferire due altre dimosti'azioni assai eleganti 
dello stesso teorema. 
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« 

1* — Si trasporti H triangolo A'B'C (fig. IX) sul 
suo equiangolo ABC In modo che, coìneidondo gli an- 
goli uguali A ed A', sia rovesciato nella sovTappo- 
sizione l’ordine dei lati omologhi che li comprendono; 
e si conduca la retta BB'. ' ' 

Riferendo il triangolo ABB' alla losanga dell’ angolo 
C = C' fatta sull’unità lineare, la sua misura sarà 

‘ I *. 

tanto espressa dal prodotto -f- AB . B'C', che dal prò- 

. _ t 

dotto -T A'B' . BC : onde , dall’ eguaglianza di questi 
prodotti , si. ricaverà la proporzione 

AB : A B' : : BC : B'C'. 

Si trasporti in un modo analogo lo stesso triangolo 
A'B'C' sull’ ABC, facendo or coincidere gli angoli u- 
guali B e B'; e si conduca la retta AA'; Il triangolo ABA' 
essendo riferito alla atesM losanga doli’ angolo C fatta 
sull’unità lineare, la sua misura sarà tanto espressa 

dal prodotto 4* AB. A'C', che dal prodotto 4- A'B' . AC ; 
onde, dalla )oro uguaglianza, si dedurrà la proporzione 

AB : A'B'| : AC : A'C , 

E da questa combinata colla precedente, si avrà la 
terza * ■ . ■ . . i / i . f • 

AC : A'C BC : B'C'. 

i . - ' I ■ 

Se gli angoli C e C' fossero retti, avTebbe sempre 
luogo la stessa dimostrazione': ed Allora stabilito il teo- 
rema per I triangoli rettangoli equiangoli, si estenderà 
facilmente ai triangoli equiangoli qualunque. — 
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2 ' — Si trasporti il triangolo A'Il'C' ( fig. X ) sul- 
r ABC, facendo coincidere due degli angoli uguali, C 
e C' per es. ; e si conducano nel trapezio ABB'A' le dia- 
gonali AB' e BA'. 

Per r equivalenza dei triangoli AB' A' e BA'B', sa- 
ranno equivalenti i due triangoli AB'C' e BA'C' : onde, 
riferiti questi alla stessa unità di supcrBcie , avranno 
sempre delle misure uguali. 

Riferendoli alla losanga dell’ angolo A = A' fatta 
su)!’ unità lineare , le loro misure sono rispettivamente 

•espresse dai prodotti -r AC . B'A', e -f A'C' . BA: onde 
la proporzione 

AC : A'C' : : AB : A B'. 

Riferendoli invece alla losanga dell’ angolo B = B' 
fatta sull’unità lineare, le loro misure rispettive ri- 
sultano espresse dai prodotti ì- B'C'.AB, e -j- BC. A'B': 
onde la proporzione 

AB : A B' ; : BC : B'C'. 

Riferendoli in ultimo alla losanga dell’ angolo C = C' 
fatta sull’ unità lineare, le loro misure vengono ad es- 

i 

sere espresse rispettivamente dai prodotti AC . B'C', 
e -r A'C'.BC: onde pur la proporzione 

AC : A'C' ; : BC : B C'. 


Digitized by Coogle 


Digitized by Google 



NOTA VI. 


Nell’ ipotesi comune di prendere per unità di su- 
perflcie il quadrato fatto sull’unità lineare, si hanno 
per la misura d’un triangolo qualunque ABC {fig. XI), 
le espressioni seguenti; 

■ìAB.CE, “AB.ACsenA, l^p.p — a.p — b.p — c. 

Or tre analoghe espressioni si possono stabilire, per 
la misura delio stesso triangolo, nell’ipotesi generale 
di prendere per unità di superflcie la losanga dell’ an- 
golo z fatta sull’ unità lineare. 

Infatti si ha da prima, pel n" 2^, 

sup. ABC = -j- AB . CD. — 

S6I1 A 

Nel triangolo ACD, essendo CD = AC , si ha 

sen z 

parimente 

sen A 

svp. ABC = - 1 - AB . AC — 

’ sen z 

10 
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Infine avendosi, nell' ipotesi comune, la relazione 
-f- AB . CE = p.p — a.p — h.p — c ; 

questa, per CE = CD sen z , diviene la seguente 
V AB . CD sen z = y p.p — a.p — b .p — c ; 
donde si conchiude, nell’ipotesi generale. 


sìtp. ABC= 

sen z 




Queste espressioni si riducono alle prime scritte, 
pel caso particolare dell’angolo z = 90", che dà 
sen 2 T = 1 : la seconda di esse pel caso dell’ angolo 
A = z, diviene la seguente 


sup. ABC = AB . AC ; 

che si ottiene immediatamente dalla generale data nel 
n" 22. 

Frattanto da ciò si può conchiudere il risultato: 

Due triangoli aventi un angolo uguale^ o sup- 
plementare, compreso fra lati reciprocamente pro- 
porzionali, sono equivalenti; 
venendo essi ad avere la stessa misura, riferiti che 
siano alla losanga dell’ angolo comune fatta sull’ unità 
lineare. 

Però questo seguirebbe più immediatamente , come 
corollario, dal teorema del n° 20 : inoltre si può di- 
mostrare il medesimo direttamente in più maniere , 
tra quali vo’ qui indicare una assai semplice. 
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Siano ABC e A'B'C' {fig. XII) i triangoli proposti, 
ne’ quali si ha l’angolo A = A', ed inoltre la pro- 
porzione 

AB : A B' : : A'C' ; AC. 

Si dispongano in modo che gli angoli uguali A ed 
A' sieno opposti al vertice; e si conducano le rette 
BC' e B'C. Per la supposta proporzione , i triangoli 
BAC' e B'AC essendo simili, le rette condotte saranno 
parallele; onde sarà il triangolo B'BC =♦= B'C'C; e quindi, 
togliendo la parte comune B'AC, si avrà il proposto 
ABC =t= ABC. 

Se gli angoli A ed A' fossero un supplemento del- 
l’ altro , si ridurrà questo caso al primo , costruendo 
un terzo triangolo equivalente all’ ABC, coi lati AB e 
AC, e r angolo compreso ISO" — A = A'; il quale 
triangolo sarà pure equivalente all’ A'B'C' ; onde i pro- 
posti equivalenti fra loro. 

Dalla esposta dimostrazione si rileva un metodo 
semplicissimo per la soluzione di questo problema : 

Costrurre un triangolo equivalente ad un altro 
sopra un dato lato. 

Poiché, essendo ABC il triangolo proposto, e{l A'B' 
il dato lato, — preso questo sul prolungamento di BA, 
ed unito B'C, — basterà, per aver l’altro lato, di 
condurre pel punto B una parallela a B'C, fino al- 
l’incontro di CA prolungata in C': onde, unendo B'C', 
si avrà il triangolo A'B'C', che sarà il dimandato. 

Se questo si volesse inoltre d’ un dato angolo , vi 
si ridurrebbe facilmente il triangolo ottenuto A'B'C', 
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Si potrebbe procedere in altro modo, prendendo il 
Iato À'B' sulla direzione stessa di AB, ed eseguendo 
in tutto le altre costruzioni. 

Un metodo analogo si potrebbe praticare, se si a- 
vessc a costrurre un parallelogrammo equivalente 
ad un altro sopra un dato lato. 

Poiché, essendo ABCD {fig. 6) il proposto paralle- 
logrammo, ed A'B', il lato dato, — preso BE = A'B', 
non si avrà che a condurre la retta CE, prolungan- 
dola fino all’ incontro della direzione DA in F; ciò che 
determinerà DF uguale all’ altro lato A'D' ; onde si 
costrurrà il parallelogrammo A'B'C'D', che sarà il di- 
mandato. Se si volesse questo d’ un angolo dato , vi 
si ridurrà facilmente 1’ ottenuto parallelogrammo 
A'B'C'D. 
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Per la dimostrazione del teorema del n" 27» si po- 
trebbero generalizzare le costruzioni delle figure III , 
IV, V, considerate nella Nota III: mi limiterò a far 
ciò d’una sola, la figura IV, che riesce in questo 
caso assai semplice. 

Altra dimostrazione del teorema del n“ 27- 

Siano ABC e A'B'C' {fig. XIII, XIV) i triangoli pro- 
posti, in cui l’angolo A = A', l’angolo B = B', e 
r angolo C = C' = Si trasporti il triangolo A'B'C' 
sull’ ABC successivamente in due diversi modi , come 
si vede sulla figura-, facendo cadere nel primo il lato 
C'A' sul lato BC, confusi in un solo i punti C' e B; 
e facendo cadere nel secondo il lato C'B' sul lato AC , 
confusi pure in un solo i punti C' ed A. Le basi AB 
c A'B' si taglieranno ad angolo z nei punti D' ed E', 
risultando i triangoli A'C'D’ e B'C'E' equiangoli al- 
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1’ ABC; od inoltre i lati AF e B'C', BG c A'C' saranno 
paralleli, facendo essi rispellivamente colle rette BF 
ed AG due angoli interni da una stessa parte, la cui 
somma è uguale a due retti. 

Si conducano le rette AA' e AB', BB' e BA' ; — in 
virtù del principio , che ogni triangolo è la metà del 
parallelogrammo dell’ angolo z, della stessa base, e 
della stessa obliqua dell’ angolo z, — si avranno le 
seguènti equivalenze 

1» — AC' A' =t= ^ p ( AB , A'D' ) -1- p (AC , A'C' ), 

2»— AC'B' =4=-i-p (AB,BD ) 4=.fp (B'C',BF); 
z z 

3“ — BC'B' ^ 4- p ( AB , B'E' ) =t= 4- p^(BC , B'C' ) , 
z z 

4» — BC'A' =♦= 4- p ( AB , A'E' ) p ( A'C' , AG ). 
z z 

Baddoppiando d’ ambe le parti , e sommando mem- 
bro a membro la 1* e la 2®, la 3* e la 4® [avver- 
tendo che in generale p^( a,fti±:c)=)=p (a,6)zt 

z z 

p ( a , c ) ] , si avranno i risultati 

Z 

p (AB,A'B')-^p (AC,A'C')4-P (BC,B'C') 
z z z 

ztp^(B'C'.CF), 

p J AB , A'B' ) =+= p ( AC , A'C') -f- p ( BC , B'C' ) 
z z z 

rtp (A'C',CG). 

z 
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Tramutando gli accenti da una lettera air altra sua 
corrispondente; — il che rinviene a eangiare il trian- 
golo A'B'C' nell’ ABC, e viceversa; ossia a supporre 
in principio trasportato il triangolo ABC sull’ A'B'C' , 
come si è fatto di questo su quello; — si otterranno 
le due altre equivalenze 

p (AB , A'B' ) p( AC , A'C' ) + p( BC , B'C' ) 
z z z 

±p(BC,C'F'), 

z 

p ( AB , A'B' ) =1= p (AC,A'C') -4-p (BC,B'C') 
z z z 

ztp^(AC,C'G'). 

Le rette C'D'.C'E', e A'D',B'E' essendo separata- 
mente ( come è facil vedere ) le oblique dell’ angolo z 
sulla base, e i segmenti relativi nel triangolo A'B'C', — 
si avrai! le rette B'D' = B'E' ± D'E', A'E' = A'D' zt 
DE'; come già sono le rette BF = BCztCF, ed 
AG = AC zt CG : onde delle prime quattro relazioni 
stabilite la 2“ e la 4“ diverranno le seguenti: 

p (AB,B'E') zSrp (AB,D'E')=t= 
z z 

B'C' , BC ) zt p (B'C'.CF), 


p (AB,A'D')ilzp (AB,D'E')=t= 

z z 

pJA'C'.AC) rizp^(A'C',CG). 
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Per la 3*, c la 1*, si riducono a queste 
p (AB,D'E') (B'C',CF), 

p (AB,D'E').^p (A'C'.CG); 
e, tramutando gli accenti, 
p (A'B',DE) =t=p (BC,C'F')=t=p (AC.C'G'): 

2 Z Z 

dunque, sostituendo, si otterranno infine le due altre 
equivalenze 

p (AB,A'B' ) =|=p (AC,A'C')H-p (BC,B'C ) 
z z z 

ztp (A'B',DE), 

z 

« 

p (AB,A'B')^=p (lAC , A'C' ) -1- p (BC,B'C') 
z z z 

rtp (AB,D'E ). 
z 

Tutte queste si comprenderebbero nelle due sole 
generali stabilite nel n° 27 , mediante l’ espressione 

p^(L,I')=t=P^(L',I). 

Dai risultati precedenti, si hanno ad un tempo le 
relazioni 

p (AC,A'C') 4=p (AB,A'D'), 

z z 

p^(BC,B'C' ) 4= p^(AB,B'E' ); 
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tr 

(', trainulando gli accenti, 

p (AC,A'C) -!=/>( A'B', AD), 
p ( BC , B'C' ) =1= p i A'B', BE ) C). 

Conducendo l’ obliqua dell’ angolo z CE , questa riu- 
seirà parallela ad A'D'; onde, condotte le rette CD 
ed EA' , avendosi il triangolo CA'D' 4= EA'D' , sarà 
il triangolo 

CD'C' =4= EA'B; 
che rinviene all’equivalenza 

-fp (CE,C'D')=t=4- P (BE,A'D'); 

ovvero, duplicando d’ambe le parti, 

p (CD,C'D') =t=p (A'D',BE); 
z ^ 

e, tramutando gli accenti, 

p (CD,C'D')=|=p (AD,B'E ). 
z ^ 

n Da silTiiUe cquiVaIcnzc deducendosi , come al n“ 28 , le seguenti 
p j(AC , A'C) + Pj( BC , B-C*) 4: AB , A D' B'E'l 

d:p^(A-B',AD + BE); 
da queste poi , per le relazioni ^ 

A D' + B'C = A'B' ^ D E', AD + BE = AB ^ DE, 

si potrebbero dedurre le due ultime delle sei sopra trovate, ope- 
rando in un modo analogo a quello tenuto in una simile circoslanz;» 
nella Memoria precedente. 
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*ì 

Quest’ ultimo risultato si dimostrerebbe pure sulla 
figura proveniente dalla seconda costruzione, condu- 
cendo r obliqua dell’ angolo z CD , che riuscirebbe 
parallela a B E'. 

La diinostrazione data, per quanto sia un pò dif- 
fìcile, è però senza dubbio più semplice assai di quella 
del n“ 27 : essa è indipendente inoltre da quelle due 
proprietà stabilite nella Memoria precedente ( n° 29 ) » 
la cui dimostrazione è assai complicata per se mede- 
sima ; onde , per questi due motivi , la esposta dimo- 
strazione sarebbe forse la più conveniente a seguirsi , 
quando si volesse introdurre negli Elementi il teo- 
rema generale che ne è V oggetto. 
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NOTA Vili. 


Estenderò in questa Nota la costruzione della figura 
VI alla dimostrazione del teorema del n" 30, che riesce 
in questo caso semplicissima. 

ALTRA DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA DEL N" 50> 

Messi i due tritngoli ABC e A'B'C' {fig. XV, XVI) 
l’un sopra l’altro, nelle stesse condizioni del n° 50, 
si avranno, come ivi, le rette AC e A'B', CD e B'C', 
CE e B'G', GE « B'C', G'E' e BC rispettivamente fra 
loro parallele. 

Si conducane le rette AB', CB', e CA' : pel triangolo 
A AB' =1= CA'B', si avrà il triangolo 

ABB' =+= CA'BB' =♦= CA'C' 4- CBB'. 

Or i triangoli 

ABB' =1= -l-p fAB,A'B'), CA'C' =1= 4- p,(AC,A'C');' 
A A 
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0 , per 1’ angolo I' = A' — A , avvertendo inoltre che 
Gì' = C'F' {ftg^ 7,8), il triangolo 

CBB' =4= -!-p/BC,B'r)=4= -f p,(BC,B'C' rt C F' ) 
A A 

^-fp^(BC,B'C')=ir-^p^(BC,C'F ); 

dunque, sostituendo, e raddoppiando d’ ambe le parti, 
si avrà 1' equivalenza 

p^( AB , A'B' ) 4= p^{ AG , A'G' ) -J- p^( BC , B'C' ) 

dtp^(BC,C'F). 

Si conducano le rette GB' ed IB' : per 1’ angolo 
B'C'E' = V = A c per Gl = CF {fìg. 7, 8), 
si è pure il triangolo 

BCB' =4 BIB' 4= BGB' GIB' 

4=ip^(BC,B'G'ì ^^p^(B'C',CF); 

» 

dunque, sostituendo, si avrà TcquiN^lenza 

p^( AB , A'B') 4= p^( AC , A'G' ) + p^( BG , B'C' ) 

.Ì'ètp,(B'C',CF). 

A 

» 

Condotta CG', essendo, per G'1' = C'F', il triangolo 

CBG' 4= i p,(BC,C'F')4=-r/\(AC,C'G'), 

A A 
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si avrà perciò 1’ equivalenza 

(AB , A'B' ) =t= X AC , A'C' ) 4- />,(BC , B'C ) 

A A A 

=hp rAC,C'G'). 

A 

Condolte AD' e AE', avendosi la somma dei trian- 
goli 

AD E' -d- BD'E' 4 = -f p^(AB,’D'E') 

=N CD'E' 4 - BD'E' CBE 4 = CBG' 

4=-^ p^(BC,C'F'), 

si conchiuderà T equivalenza 

p (AB , A'B' ) 4 = p. ( AC , A'C' ) - 1 - P .(BC , B'C' ) 

A A A 

=tp^(AB’,D'E'). 

Condotte le rette DB' ed EB', — per i triangoli 
BIB' 4= BDB' , BGB' 4= BEB' , avendosi la differenza 

rt BIB' 4= BGB' 4 = rt BDB' 4: BEB', 

che rinviene a 

GIB' 4= DEB' 

4= -i- P^(B'C' , CF) 4= 4 > BE); 

si conchiuderà 1 ’ equivalenza 

p ( AB , A'B' ) 4= p . ( AC , A'C' ) 4 ~ P . ( BC , B'C ) 

A A A 

ri=p^(A'B',DE). 
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Parimente unito GA', — a cagione dei triangoli e- 
quivalenti GA'C' ed AB'E', CA'C' ed ABD' (come a- 
venti una parte comune, ed una parte equivalente), 
avendosi la differenza 

GA G' CA'C' 4= dr ABE' qz ABD', 

che rinviene a 

-i-/,^(A'C',CG)4=-^p^AB,(D'E'); 

si conchiuderà pur l’ equivalenza 

AB , A'B' ) 4= AC , A'C' ) + p^(BC , B'C') 

±p^(A'C',CG)(0. 

Le sei dimostrate si comprenderebbero poi nelle due 
generali del n” 30» mediante 1’ espressione simbolica 

p^(L , I') 4= , 1). 

(*j Questa si potrebbe dedurre in altro modo più semplice. 

Per G.VE' * CA'E', essendo il triangolo 

GA'C' 4: CA'C'E' 4: CA'C'i: CC'G' * CA'G', 
ciò rinviene a 

~p (A'C' , AC 4: CG ) * -pp (AC , A'C ± C'G‘): 

A A 

ovvero 

p (A'C',AC)4:p (A'C',CG)4 =p (AC,A'C’)4:p (AC.C'G'). 
A A A A 

donde si ricava 

p (A'C'.CG) 4= p ( AC.C'G'); 

. A A 

e perciò l’equivalenza 

p ( AB , A B') 4: p (AC , A'C ) + p ( BC , B’C' ) ± p ( A'C' , CG ). 
A A A A 
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Dopo ciò, per CAD' =1= AA'D', essendo il triangolo 
CA'C' =1= ABD' =t-- ^ P^(AB , AD'); — 

e, per CDB CDB', ACA' ACB', avendosi 
CDB + ACD — ACA' CDB' + ACD — ACB', 
ossia il triangolo 

CA'C' ADB' =4= f p^(A'B , AD) ; 

sì conchiuderà il risultato 

p^(AC , A'C') 4= p^(AB , A'D') ^ p^(A'B' , AD ). 

Parimente essendo il triangolo 

BGB' 4= BEB' =1= X ) ; — 

e , per GE'B' =t= AE'B', avendosi il triangolo 

BGB' #= AE'B' 4- BE'B' -t- ^ p^( AB , B E') ; 

si conchiuderà pure il risultato 

p rBC,B'C') 4 =p,(AB,B'E')=Np,(A'B',BE). 

A A t x\ 

Infine unendo ED', — per 1’ angolo ECB = A, a- 
vendosi il triangolo 

EBD' 4= f P^(C'D' , EC ) 4= V , D A' ) ; 
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ne segue 


eonie «lei pari si avrebbe 

p^(CD,C'D')=t=p^(AD,B'E'); 

trasportando in un modo analogo il triangolo ACD 
sul triangolo B'C'E', i)er la coincidenza degli angoli 
uguali ACD ed E'B'C'. 
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NOTA IX. 


li teoreroa dimos^to n«l n° 54 direttamente sulla 
figura, si può dedurre da quelli già stabiliti nella pri- 
ma e seconda parte di questa Memoria. Conviene per- 
ciò premettere la dimostrazione di alcuni risultati geo- 
metrici di un uso coBtinuo nelle trasformazioni , che 
occorreranno di fare. 

Siano AB, CD, EF {fig. XVII)- tre rette parallele ta- 
gliate sotto un angolo o> qualunque da tre altre rette 
parallele AE, GII, BF; e sia I il punto d’interse- 
zione delle due Ct) e GH : la figura così formata ne 
fornisce i risultati seguenti: 

1° — Essendo il parallelogrammo 

ABFE =♦= AGIC -h GBDI -J- CIHE + IDFU; 

se si fa AG = a , GB = ò, AC = o' , CE = 6', si ha 
1’ equivalenza 

11 
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Se sia AG = AC = a, GB = CE = i», ossia a — o', 
b = b', si ha invece 

^o:(a + 6) ^ /oj(o) 2 pjia,l>) lco(b). 

2” — Essendo il parallelogrammo 

AGIC =N ABFE — GBtH — CDFE + IDFH; 

se si fa AB = a, GB = b, AE = a', CE = b', si ha 
r equivalenza 

pj^a — b,a'—b’)=^ 

— Pj è; o' ) — ,-*'V 

' li' * • ■ 

Se sia AB = AE = a, GB = CE = 6, ossia a==(i' , 
b = b' , si ha invece 

M®) — <o<A)-4-/aj{6). 

CO 

t » * * * 

3° — E^ndo il parallelogramnM) . . . , 

ABDC =»s AGHB 4- 6BFH — CWE ^ lOFH; 

se si fa AG = a, GB = 6, AE = a'^ CE 6', si ha 
r equivalenza 

P^(» + b,a' ~^b')=h 

P„(» . à') -\-pJ,b , a')—pj^a, b’) — pjb , b'). 

Se sia AG = AE = a, GB = CE = 6, ossia a = a', 
6 = 6', si ha invece 

p^(a-q-6,a — 6)=t= f«(o) — 
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Sono inoltre pressoché evidenti ' su d’nna fìffurn 
le seguenti alt?e cqvivàlepzc, 4i ou> occorrerà 

far uso : 

* ■ • 

, y , • t . 

; . P^(a,2a') i*= 2p^(a,a')j 

j»^(rtztft,2a'>at= <ipj;a,a')^'ìp^(b,n); 
e così di seguito. 

Ciò stabilito,' ripigliamo la questióne in proposito. 

Sia ABC (fig. XVill) un triangolo rettangolo in C; 
sul cateto BC per es., dal vertice dell’angolo opposto, 
si conducano le due oblique dell’angolo « (*) AE, 
AF: secondo i risultati del n" si avrà, nel trian- 
golo ABE, dell’angolo « in E, l’equivalenza 

Icoi AB) =t= UAE) -1- Z,„(BE) -hp^(BE , EF). 

I 

Pel n” 25» nel triangolo rettangolo ACE, si ha 
(JkE) =«= /^(AC) -f- UCE). 

Inoltre, per ciò che si è dimostrato, 

/^( BE)4=U BC — CE) 

U BC ) -+- /«.( CE ) — 2 pj BC,CE ); 

(*) Per angolo ca si intende tanto un qualsiasi angolo dato , quan- 
to il suo supplemento; che ambedue entrano della stessa maniera 
nel parallelogrammo Tutto di tal angolo. 


Digitized by Google 



164 

e ( avvertilo che CE = CF) 

/>JBE,EF)=l=p^(BC-CE,2CE) 

=4=2p^(BC,CE)-2pJCE,CE); 

dunque, sostituendo, ne verrà il risultato 
aAB)4=UAC) + UCE) + /JBC) + ^CE) — 
2 pJEC , CE) 4- 2 p^(BC , CE ) - 2 l^(CE) ; 

che si riduce a questo 

/4AB)=t= UAC) -1- /o,(BC). 

Collo stesso metodo si può dimostrare il teorema 
corrispondente più generale sopra due triangoli ret- 
tangoli equiangoli ABC e A'B'C (fig. XIX). 

Si' conducano le oblique dell’ angolo w AE e AF , 
A'E' e A'F': nei triangoli equiangoli dell’ angolo « ABE 
e A'B'E', c nei triangoli rettangoli equiangoli ACE 
e A'C'E', si avranno, rispettivamente pei numeri 27, 
e i4, le seguenti equivalenze 

p^(AB,A'B')=^/,^(AE,A'E') -+- p^(BE,B'E) 

+ p^(BE,E'F'), ovv.+p^(B'E' , EF); 
p^(AE,A'E') =4=p^(AC, A'C') -f-pJCE,C'E'). 

Or, per ciò che si è innanzi dimostrato, si ha 
^;JBE‘,B'E')=|=p^(BC — CE , B'C' — C'E') 
p^(BC,B'C')-p^(BC,C'E')-p^(CE,B'C) 
-4-pJCE,C'E'). 
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Ma avendosi ad un tempo 

pJBE,E'F') pJBC — CE,2C'E') 

4= 2 p^(BC , C'E') — 2 p^(CE ,C'E') , 
e 

p JB'E' , EF) 4= pJB'C' — C'E' , 2CE) 

4= 2 p JB'C' , CE) — 2 p^(C'E', CE) ; 

ne segue , per l’ equivalenza dei primi membri , 
P^(BC,C'E')4=P^(B'C',CE): 
dunque la precedente diverrà 

pJBE,B'E')4= 

P^(BC,B'C') — 2pJBC,C'E') + p^(CE,C'E'). 

Sostituendo questa espressione nella prima stabi- 
lita, si avrà la seguente 

,, p J AB , A'B' ) =♦= p^( AC , A'C') + p^(CE , C'E') 

-f. pJBC,B'C') — 2p^(BC,C'E')4-p„(CE,C'E') 
+ 2pJBC,C'E') — 2p^(CE,C'E'); 
ovvero, riducendo, 

p^( AB , A'B' ) 4= 5 A'C' ) + P^(BC , B'C'). 
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NOTA X. 


Esporrò in ipiesta NbtA'una dimostrffiionc del teo- 
icma del n” 57 analoga a quelle date nella Nota pre- 
cedente. 

Sia ABC un triangolo dell’angolo z in C, in cui 
CF e CG son le intercette relative al lati ‘ BC e AC. Si 
conducano sopra BC le oblique dell’ angolo « AK , e 
AL:, nel triangolo ABK dell’ angolo o>'in fiì, e nel 
triangolo AFK dell’ angolo z in F , si avranno , ri- 
spettivaniente pei numeri 20 e 52 > le equivalenze 

um =*= UAK) + UBK.) — p^(BK ,KL); 

UAK)^ UAF) + UKF) ± p^^(KF,CF). 

D’altronde 

/„(BR) =*4 UM KF) 

■ ■ ^,(BF) + /,^(KF) -4- “2/) (BF,RF): 

Cv ■' 
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c, per KF = CL, da cui KL == 2 KF zt CF, 

/>JBK,KL) =♦= p^(BF-hKF,2KFzi:CF) 

=^2pJBF.KF) + 2pJKF,KF) 

zt pJBF,CF)ztpJKF,CF); 

dunque, sostituendo nella prima equivalenza stabilita, 
si cangerà dessa nella seguente 

/a;(AB)4=UAF) + /fl,(K.F)=tpJKF,CF) + /«(BF) 

+ UKF) +2p^(BF,KF)^2p^(BF,KF) 

— 2 UKF) p^( BF , CF ) r;z p J KF , CF ) ; 

ovvero, riducejìdo, 

/«(AB) =+= a AC) -f- /^(BF) pJBF,CF). 

Ma inoltre '** 

/«(BF)=t= /«(BCztCF) 

=t= /{o( BC ) 4- /« ( CF) zt: 2p^(BC , CF); 
c 

PS ) =^P«(BC rt CF , CF) 

4=pJBC,CF)ztpJCF,CF); 


Digitized by Google 


169 

per cui si ottiene 

/«(BF) p^(BF , CF)=1= /«(BC) + ^«(CF) zt 2p^(BC , CF; 

zpp^(BC,CF)-UCF) 

=l=UBC)ztpJBC,CF); 

dunque, sostituendo, si avrà inGne il risultato 

UkB) =t= UAC) + UBC) zt ^^(BC ,CF). 

Analogamente si dedurrebbe T altra equivalenza 

lo,( AB ) =t= /^( AC ) -h BC ) ztz AC , CG) : 

come ancora, sopra due triangoli equiangoli dell’an- 
golo z, le quattro seguenti: 

AB , A'B' ) =t= pji AC , A'C' ) 4- pj BC , B'C' ) 

Hrp^(BC,C'F'), ovv.ztp^(B'C',CF), 

ow. zizp^(AC,C'G'),ovv. dzp^(A'C',CG). 


li» 
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NOTA XI. 


Il teorema generale conchiuso al n° 45 si può di- 
mostrare direttamente, nello stesso modo che si fa in 
Geometria pel caso dei parallelepipedi rettangoli. Non 
giudico fuor di proposito di riferire brevemente una 
tale dimostrazione. 

Siano ABCDoicd, A'B'C'iya'ò'c'd' {fig. XXI), ov- 
vero P e P' due parallelepipedi equiangoli, in cui si 
suppongano da prima due lati uguali ka — Ma', 
AB— A'B'; per il che sarà la faccia AaòB = A'a'ò'B' : 
staran dessi come i terzi lati AD e A'D'; vale a dire si 
avrà la proporzione 

P : P' : : AD : A D'. 

Sieno i lati AD e A'D' come due numeri intieri m 
ed n: dividendo il prjmo in m, e l’altro in n parti 
uguali , e conducendo per tutti i punti di divisione dei 
piani paralleli alle faccie uguali AaòB, A'a'ò'B', si 
scomporranno i parallelepipedi P e P' rispettivamente 
in ni ed n parallelepipedi parziali tutti uguali fra loro, 
come suscettibili d’essere sovrapposti: onde staranno 
i due P e F come gli stessi numeri intieri m ed n , 
e così come i loro terzi lati AD e A'D'. 
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Se i lati AD e A'D' fossero in un rapporto incom- 
mensurabile, usando il solito mezzo di dimostrazione, 
si proverà che il quarto termine della proporzione, di 
cui i tre primi sono P, P', AD, non può essere mag- 
giore nò minore di A'D': onde sempre 

P : P' : : AD : A D'. 

Siano, dopo ciò, ABCDaòcrf, A'B'C'D'o'ò'c'rf' 
{fig. XXII), 0 P e P' due parallelepipedi equiangoli 
qualunque. Preso AD" = A'D', A'B" = AB, si condu- 
cano pei punti D" e B" i piani D"(/"c"C" e B"6"c"C" 
rispettivamente paralleli alle faccie AofiB ed A'a'rf'D': 
si otterranno due altri parallelepipedi ABC" D"a6c"rf" 
e A'B"C"D'o'6"c"d', ovvero p e p', di cui sono 
uguali le faccie ABC"D" e A'B"C"D'. 

Perciò si avranno fra questi, e i due proposti, le 
proporzioni 


p 

: p :: 

AD : 

AD', 

p' 

: P' :: 

AB : 

AB', 

p 

: p' :: 

ka : 

A'n‘. 


Moltiplicando per ordine, ed ommettendo il fattore 
comune p.p', si ottiene la seguente 

P : P' :: AB.AD.Ao : A'B. AD. A'o'; 

che esprime: 

Due parallelepipedi equiangoli stanno fra loro 
come i prodotti dei loro tre lati adiacenti. 
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Se P' sia il romboedro fatto sull’ unità lineare, dcl- 
r angolo triedro Z per es., si deduce il rapporto 


F’ 


ovvero — = AB . AD . Aa : 

*z 


onde si dirà, che, prendendo per unità del volumi il 
romboedro dell’ angolo triedro Z fatto sull’ unità li- 
neare. 

La misura di ogni parallelepipedo dell’ angolo 
triedro Z sarà espressa dal prodotto dei suoi tre lati 
adiacenti: 

come per altra maniera si è conchiuso al n” 44. 


FINE DELLE NOTE 
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NOTA 


SULtÀ MEBORIA PRBCEDENTE 


«Ir- 

L’enunciato del teorema ’esimsto al'iì® 6, riel^a miti 
Memoria sui triangoli simili, potrà sembrare piii gene- 
rale del dovere a chi lo consideri isolatamente. Se si 
paragoni però coll’ espresskme dèi teorema precedente 
( n® 4 ) di cui si propone come la reciproca ; e col 
modo con cui ‘si deduce dal caso comune di similitu- 
dine; e si tenga conto dcH'OsS^rrazione f fatta' al n*'7; 
sarà facile avvedersi, che, quantnntpic non Sia es- 
pressa, implicitamente però vi è supposta urfa condi- 
zione; cioè che i lati omologhi di due iriangbli simili 
saran sempre ugualmente, inclinati , comunque posti nel 

r , I ( 

medesimo piano, — purché le posizioni diverse , che 
può prendere un trian^o rispetto all’ altro , abbiano 
tutte origine da. una posizione comune, queillt dei lati 
paralleli. Posti i triangoli in questa situazione partico- 
lare, e immàginaildo ché V uno di eSsl glH all’ intorno 
di un suo vertice, senza uscire del piano in cui 6 de- 
scritto; egli è manifesto, che, mentre le estremità de- 
gli alti’i lati descriveranno un’intera circonferenza, o- 
gnuno dei lati prenderà relativamente al suo omologo 
tutte le inclinazioni possibili: ed è in tutte queste in- 
tinite posizioni successive, che i lati omologhi si tro- 
rteranno sempre inclinati fra loro della stessa quantità. — 
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Giacché ho preso così discorso della mia prima Me- 
moria, vo’ fare un cenno di un’ altra osservazione, che 
mi fu graziosamente comunicata da persona distinta 
per merito e per grado, la cui modestia mi vieta di 
nominare. 

Nelle Note alla Memoria citata, ho indicati varii me- 
todi, secondo i quali si possono dedurre dai teoremi 
particolari dei numeri 11 e 19 i teoremi generali dei 
numeri precedenti: ecco un altro metodo di tutti quelli 
più semplice, più generale, e più elegante. 

Sia la relazione 

AB = ÀC’-|- BC’ 

che si ha fra i lati d’ un triangolo rettangolo ABC : sia 
A'B'C' un triangolo a lui simile; ed m il rapporto dei 
lati omologhi di questo a quello. Si moltiplichino per 
m tutti i termini della proposta relazione, scrivendo 
il risultato come segue: 

AB . »j AB = AC . »wÀC + BC . mBC : 

giusta r ipotesi fatta, si ha mAB = A'B', »iAC = A'C', 
niBG =>: B"CT; dunque si avrà la nuova formula 

AB . A B' =: AC . A'C + BC . B C'. 

J 

Analogamente, moltiplicando per m ( preso uguale 
al rapporto dei lati omologhi di due triangoli simili 
deir angolo z A'B'C' e ABC ) tutti i termini della re- 
lazione 



AC +BC L.I, 
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clic si ha fra i lati dei tPÌang(')io ABC, si otterrà la 
doppia formula segumite 

«. ♦ l i _é 

AB . AB' = AC . A'€ '+ BC . B'C' zt L . r, 

ovv. ì^L'.I. 

Ili pari modo da ogni proporzione che si abbia fra 
gli elementi di un triangolo ABC, si dedurranno quelle 
corrispondenti fra gli clementi omologhi e relativi di 
due triangoli sirnUi ABC e A'B'C': ed in generale, da 
qualunque relazione omogenea di 2^* grado esistente fra 
i lati od elementi di una figura piana, si dedurranno, 
scnqire collo stesso metodo, quelle analoghe relazioni 
che |H)ssano esistere fra i lati- od elementi omologhi 
di due figure simili della stessa specie. Si può avere 
di questo un esempio nel n° 20 della Memoria in di- 
scorso. 

Inoltre con egual semplicità eà eleganza si può ap- 
plicare questo nwtqdo alle figure solide: per es. dalla 
relazione' 

f 

ÀBS‘=ÀBCV ÀCs’h- BCS rt (F. 

esistente fra le faccic di un tetraedro retto ABCS, si 
dedurranno iiptnedtatamcntc quelle che han luogo fra 
le faccie omologlie e relative di due tetraedri retti 
simili. 

A I tri esempi potrebbero proporsi , tendenti a provare 
r eleganza e la generalità del metodo: sarei contntto- 
ciò d’avviso, che, nello sviluppo delle teorie, fosse 
ognora da preferirei il metodo sintetico , qualora si 

% 

" I ’■ ' 
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(lossa seguire, senza dóvei' superare troppe difficoltà; 
essendo al tutto conforme all’ indole della scienza il pas- 
saggio dal caso generale ai particolari; che anzi cre- 
derei questo metodo it solo praticabile nell’ esposizione 
dei teoremi, che formano l’ oggetto della prima c se- 
conda jiartc della presente Memoria. 
iik 

é 

I ' 


V. per deleg^ dei A.mo Vie.e Gem. 
CASiMifto Huraglu Bec. Eeel. 


V. per la iiampa 

G. €. Ganholpi Bet. f>er Grande Concelterin 
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